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1 9 1 0 - 1 9 8 1 
P ó t o l h a t a t l a n vesz teség ér te a m a g y a r ép í t é sze t , az ép í t é s -ép í t é sze t tudo-
m á n y és az ép í tészképzés ügyé t : 1981 . október 2 8 - á n meghal t GÁBOR László, 
Állami- és Y b l d í jas ép í t é sz , a B u d a p e s t i Műszaki E g y e t e m É p ü l e t e k Szerkeze-
t e i és Berendezése i I n t é z e t é n e k a l a p í t ó igazga tó ja , közel h á r o m év t i zeden á t 
az Épü le t s ze rkeze t i T a n s z é k t a n s z é k v e z e t ő e g y e t e m i t a n á r a , a M a g y a r Tudo-
m á n y o s A k a d é m i á n a k 1973 óta l eve lező- , 1979 ó t a ped ig rendes t a g j a . Nagy-
f o r m á t u m ú , r i tka e m b e r vol t ő, az enc ik lopéd i s t ák kése i u tóda , egysze r re ösz-
szefoglaló és ú j a t i n d í t ó , a h a g y o m á n y o s építés v i l á g á b ó l kilépő és a korszerű 
ipa ros í t á s i r á n y á b a m u t a t ó é p í t é s - é p í t é s z e t t u d o m á n y k iemelkedő je len tőségű 
m ű v e l ő j e ; a művésze t , a t u d o m á n y és a t echn ika h á r m a s fe l t é t e l rendszeré re 
a l a p í t o t t épí tészképzés egyik l e g n a g y o b b ha tású m e s t e r e . 
É l e t m ű v e m é r f ö l d k ö v e t j e l en t az épü le t sze rkeze t i g o n d o l k o d á s u n k tör-
t é n e t é b e n és je len tősége — ha g a z d a g h a g y a t é k á t mé l tómód f o l y t a t j u k — 
messze t ú l l éphe t i o r s z á g u n k h a t á r á t . 
E g y o lyan k o r b a n , ame lyben a Rész , h o v a t o v á b b az Egész fö l é tornyo-
sulna , ő a művessége t az ipar tó l v á r ó épí tészek élő le lk i ismerete m a r a d t , egyéni 
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u t a k o n j á r ó tudós-pedagógus , aki egy m a g a t e r e m t e t t e tárgyalás i és közlési 
módda l t e t t e megközel í the tővé az épüle t szerkeze tek világát. Az 5 műve is 
lesz, ha ép í t é sze tünkben az iparos í tás fel tét len igenlése olyan m ó d o n ju t ér-
vényre , hogy rendsze ra lko tó i -kons t ruk tő r i képességünk már m e g t e r e m t h e t i 
azt a h a r m ó n i á t , a m e l y b e n az ép í t észe t már n e m rendelődik az építőipar 
alá, ame lyben nem a f o r m a köve t i a gyár tás t , m i n t n a p j a i n k b a n , hanem 
megfo rd í tva , az ipar rendelődik alá az épí tésze tnek, a gyártás k ö v e t i a for-
m á t . 
GÁBOR László 1910. november 22-én szüle te t t , Debrecenben, értelmiségi 
családból . Innen hoz t a az í ro t t és a beszél t szó sze re t e t é t , az é r te lem, a világos 
gondolat becsülését , a közlés, a meg í rá s vágyá t . Fes tőnek készü l t , tervező 
építész l e t t . Egye temi t a n u l m á n y a i t 1933-ban f e j e z t e be a József N á d o r Mű-
szaki- és G a z d a s á g t u d o m á n y i E g y e t e m e n . 1933 — 44 években, a kö rü lmények 
szor í t á sában más nevéve l hozott l é t r e önálló ép í tésze t i műveket . S a j á t j a k é n t 
pub l iká l t , sikerült ép í tésze t i a lko tása az első n a g y debreceni b é r h á z és a fel-
szabadulás u t á n tá rsszerzőkkel t e r v e z e t t mai pá r t s zékház . 
Az alkotó-épí tészi pá lyá t cserél te fel 1949-ben a pedagógus- tudóséval és 
mind az ok ta tó i , m i n d a ku ta tó i g y a k o r l a t b a n a p r o b l é m á k a t i d e j é b e n és he-
lyesen fel ismerő és a z o k b a n e lmélyedő, anal i t ikus szemléletű t u d ó s n a k bizo-
nyu l t , ak i széleskörű h u m á n műve l t sége a lapján r end re , szintézisre törő épí-
tészként közelíti m e g t u d o m á n y o s fe lada ta i t . A haza i épüle t szerkeze t tan t 
— amely a fe l szabadulás előtti v i szonyoknak megfele lően alig vo l t t ö b b , mint 
a piac k í n á l t a szerkezetek puszta le í rása — o b j e k t í v k r i t é r iumokra alapozott 
t u d o m á n n y á fej leszti . Sz i sz temat ikus munkáva l k iép í t i a kapcso l a toka t az 
épületszerkezetek tervezéséhez és fej lesztéséhez t á m p o n t o k a t a d ó természet-
t u d o m á n y o k k a l , épüle t f iz ika i diszcipl ínákkal . A rendelkezésre álló anyag i erők-
ből kísér let i bázist t e r e m t az épüle tszerkeze tek oknyomozó v izsgá la tához . 
Az épületf iz ikai-épületgépészet i -épületszerkezet i p r o b l é m á k e g y ü t t e s kezelésé-
vel v a l ó j á b a n ú j k u t a t á s i i rányt t á r fel . 
Épí tésze t i t a p a s z t a l a t a i , szemlélete , alkotó v é n á j a megóvják a t tó l , hogy 
az in téze tében i r á n y í t á s á v a l folyó mégoly je lentős ku t a t á soka t p u s z t á n szűk 
é r t e l emben ve t t t echnika i - technológia i szemszögből ér tékel je ; az épületszerke-
zetekkel az épüle tek kedvéér t , az épületekkel , az építészeti kö rnyeze t t e l az 
igazabb és a szebb e m b e r i élet meg te remtése é rdekében foglalkozik. Az épület-
sze rkeze t - tudomány t a szerkezet tervezés, épüle t te rvezés eszközének tekint i 
és művel i . 
Alkotó i igényességének, oknyomozó szenvedélyének és r endsze r t e remtő 
l o g i k á j á n a k nagyszerű példái szakkönyve i , m i n d e n e k előtt a n é g y kötetes 
Épü le t sze rkeze t t an , amelynek u to l só , negyedik k ö t e t e 1979-ben je len t meg. 
Ez a m ű — kü l fö ldön is — mé l t án ke l te t t e fel a szakmai közvé lemény és a 
gyakorló építészek széles körének érdeklődését . A sokágú, s o k r é t ű szakok, 
szak iparok összességének t u d o m á n y o s há t t e ré t képező te rü le t összefogása 
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egyet len szerves és logikus fe lép í tésű rendszerré , pé ldát lan t e l j e s í t m é n y a 
szakma i roda lmában . Hason ló te l j ességű épüle t szerkeze t tanuk még a rendsze-
rezésben oly k i tűnő n é m e t e k n e k s incs . 
Az utolsó években — m u n k a t á r s a i v a l — kü lönös f igyelmet f o r d í t a nagy-
ipari je l legű építés t u d o m á n y o s p rob lémái ra , h o g y ezzel az e lméle ta lko tó te-
vékenységével m i n t e g y betetőzze köze l ötévt izedes tervezői , ok t a tó i és konst-
r u k t ő r i - t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á t . B e h a t ó a n fogla lkozik a tömeges épí tés el-
mélet i kérdéseivel, a szerkezet i r endsze rek és az ép í tés i technológiák nyíltsá-
gának problémáiva l , a tervezési, g y á r t á s i és ép í tés i variációk e lméle t i alap-
kérdéseivel , a koord inác ió és a va r iab i l i t á s összefüggéseivel és a lka lmazásuk 
törvényszerűségeivel , az energ iagazdálkodásnak az épí tészetben b e t ö l t ö t t sze-
repével , a ra jznélkül i ábrázolás , az ú n . vaktervezés elméletével , a sz i l ikátbázisú 
könnyűszerkeze tes rendszerek elemzésével , az ú n . nemtek ton ikus ép í t és alap-
ve tő szerkezetelmélet i kérdéseivel . E z e k r ő l az ú j k u t a t á s a i r ó l még csak akadé-
miai felolvasó üléseken t u d o t t beszámoln i . Az 1973-ban , majd 1979-ben tar-
t o t t akadémia i székfoglaló előadásai a magyar épí tészetelmélet i i roda lom ko-
moly ér tékei . 
GÁBOR László a lko tó i és k u t a t ó i m u n k á s s á g á n a k különös — és építés-
é p í t é s z e t t u d o m á n y u n k b a n egyedülál ló — ismérve, h o g y б é le tművét n e m rész-
le tekből ép í t e t t e fel, h a n e m azt eleve összefüggő egészkén t ant ic ipál ta , ő soha-
sem va lami lyen részt r a g a d o t t ki önkényesen , h a n e m mindig az a g y á b a n már 
eleve mega lko to t t Egésznek egy a lko tóe lemét do lgoz ta fel és mindig ú g y , hogy 
annak va l amenny i össze tevője végső f o k o n egy „ i d ő t l e n " Építészet n e m oszt-
ha tó egésze felé m u t a s s o n . Ezér t vol t o lyan m e g d ö b b e n t ő vára t lan d r á m a i ha-
lála, m e r t ő — egyre c sak befe jeze t lenséget érezve — ú j a b b és ú j a b b t e rveken 
t ö p r e n g e t t , s bár t ö b b m u n k á j á n a k megjelenését s e m érhet te m á r m e g , gaz-
dag örökséget hagyo t t r á n k , de r e n g e t e g köte leze t t séget is. 
Sokoldalú t u d o m á n y p o l i t i k a i t evékenységé t n a g y aktivi tás és cé l tuda-
tosság je l lemezte . E l n ö k e volt az M T A É p í t é s z e t t u d o m á n y i B izo t t s ágának , 
elnöke m a j d t a g j a a T M B Épí tésze t i és Köz lekedés tudományi Szakbizo t t sá -
gának, a M E T E S Z vezetőségi t a g j a , az ÉYM Műszaki Fejlesztési t a n á c s á n a k 
t ag j a , az É p í t é s - É p í t é s z e t t u d o m á n y sze rkesz tőb izo t t ságának t ag ja , a Magyar 
Ép í tőművészek Szövetségének a lap í tó és három év ig elnökségi t a g j a . Rend-
szeresen részt ve t t az O M F B , a T T I , a Lakó te rv és az Ipa r t e rv k e r e t é n belüli 
b izo t t ságok, t e r v t a n á c s o k m u n k á j á b a n . Az Ép í t é sügy i Kormányza t m u n k á -
j á t a „k ivá ló m u n k á é r t " k i tün te tésse l j u t a l m a z t a 1948-ban , a „ F e l s ő o k t a t á s 
Kiváló do lgozó ja" l e t t 1952-ben, M u n k a é r d e m r e n d e t k a p o t t 1955-ben. Az Ybl 
Miklós d í j I . fokoza táva l t ü n t e t t é k k i 1963-ban, Á l l a m i díj I I I . f o k o z a t á t 
k a p t a 1965-ben. 1970-ben a Fe lszabadulás i j ub i l eumi emlékérem me l l e t t a 
Munkaé rdemrend a r a n y f o k o z a t á t is m e g k a p t a . 1971-ben a BME és a MÉSZ 
emlékéremmel ismerte el t evékenységé t . 1981-ben n y u g a l o m b a v o n u l á s a al-
ka lmából a Szocialista Magyarországér t é rdemrendde l t ü n t e t t é k ki. 
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GÁBOR Lászlót 1981. n o v e m b e r 10-én t e m e t t é k a F a r k a s r é t i t emetőbe . 
De csak a t e s t é t , szelleme és a l k o t á s a i f e n n m a r a d n a k , tovább é l n e k t an í tvá -
nya i , m u n k a t á r s a i , t isztelői és k ö v e t ő i emlékeze tében és m u n k á j á b a n a ma-
gyar , v a l a m i n t az egyetemes ép í tésze t j avá ra . 
Párkányi Mihály* 
GÁBOR LÁSZLÓ szakmai és tudományos munkássága 
1. Tervező építészi munkássága: 
Lakóépületek, ipari épületek, középületek: Berényi u. 6/b. , X I I . Tigris u. 46. , Stoczek u. 19., 
I I . Mártírok útja 29., X I I . Szamos u. 5., I I . Mártírok ú t j a 44., XII . Maros u . 1/b., Belügy-
minisztérium (jelenleg MSzMP központi székháza) stb. tervezése. 
Számos tervpályázaton első díjat nyert: 
2. Tudományos munkássága: 
a) S z a k c i k k e k 
Az építőipari költségmérés tudományos módszere 
A különböző sz intszámú lakóépületek szerkezeti és gazdasági vizsgálata, az opt imál i s magas-
ság megállapítása 
A különböző t ípusú lakóépületek műszaki és gazdasági összehasonlító v i z sgá la ta 
Quelques problèmes relatifs de la protect ion des to i ts contre l'action t h e r m i q u e et la con-
densat ion des vapeurs . ÉKME Tudományos Közlemények (1963) 
Korszerű víz- és nedvesség elleni szigetelés (társszerzőkkel). OMFB 1963 
A 100 éves építészmérnökképzés története . Periodica Polytechnica (1972) 
Centennial History of the Faculty of Architecture. Periodica Polytechnica. Architecture 16 
(1972), No. 3—4 
Az építészet és az épí tészet tudomány feladata, je lentősége, gondjai. Magyar Tudomány 4 
(1972), 434—440 
Kovács Margit ál landó gyűj teményének katalógus-előszava, 1974 
Major Máté köszöntése . Periodica Polytechnica. Architecture. Vol. 18 (1974) N o . 1—2 
Széli László: Építéstechnológia I. c ímű könyvének ismertetése . Műszaki Tudomány 49 (1974) 
479 
Az építészeti tervezés és az építési technológia szerepe, összefüggése az a lkotásban. Építés-
Építészettudomány 6 (1974) 203—214 (Székfoglaló e lőadás) 
Szeretném a lakásépítés egynéhány n a g y o n időszerű tervezéselméleti kérdését megvizsgálni. 
Magyar Tudomány 6 (1974) 82—84 
Építészet , szerkezet, gyártás. Építés-Építészettudomány 7 (1975) 275—283 
Architecture, structure, manufacture. Periodica Polytechnica. Architecture 19 , N o . 1—2 
Az iparosított építés építészeti problémái . Megnyitó az MTA 1976. május 20—21-én tar to t t 
ankétján. Építés-Építészettudomány (1977) 3—8 
Az építés-építészettudomány helyzete és fő feladatai az építésben, az ép í té s iparosításában. 
Magyar Tudomány 10 (1978) 815—822 
Széli László. 1903—1976. Műszaki Tudomány 53 (1977) 9—11 
Sun Shields. Periodica Polytechnica. Architecture 22 (1978) 1—19 
The Theory of Bl ind Design (társszerző: PÁRKÁNYI Mihály) Periodica Polytechnica. Archi-
tecture 23 (1979) 1—34 
Építészet és energiagazdálkodás. Gondolatok és beszámoló egy sajátos megoldást kereső 
komplex kutatás és kísérlet tapasztalatai alapján és ürügyén (társszerző: Z Ö L D András) 
Magyar Tudomány 11 (1979) 842—848 
Hétköznapok és csodák. Az építés v i lága és t u d o m á n y o s sajátszerűsége. Székfoglaló előadás 
az MTA Műszaki Tudományok Osztá lya nyilvános ü lésén 1980 februárjában Műszaki Tudo-
mány 57 (1979) 283—293 
* GÁBOR László közvetlen munkatársa volt — e g y e s tudományos dolgozataikat e g y ü t t 
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Technológia, iparosítás, építészeti környezet. Az MTA 1981. évi közgyűléséhez kapcsolódó 
„Az épített környezet és a társadalmi-gazdasági fejlődés kölcsönhatása az urbanizációs 
fo lyamatban" című tudományos ülés referátuma. Az MTA Műszaki Tudományok Osztályá-
nak kiadványa. 1-—11 oldal, Budapest 1981. április 16. 
b) S z a k k ö n y v e k 
Önálló szakkönyvek: 
Tetőfedések és fémlemezmunkák I—III . Építőipari Könyv- és Lapkiadó 1952. 
Épületszerkezettan I. kötet. Tankönyvkiadó 1960 (hat kiadásban) 
Épületszerkezettan II. kötet. Tankönyvkiadó 1964 (négy kiadásban) 
Épületszerkezettan III. kötet. Tankönyvkiadó 1972 (két kiadásban) 
Épületszerkezettan IV. kötet. Tankönyvkiadó 1979 
Díszlakatos munkák (kéziratban) 
2. S z a k k ö n y v e k t á r s s z e r z ő k k e l 
A különböző intézmények (Lakóterv, Iparterv s tb . ) által kibocsátott részletterv-gyűjtemé-
nyek részbeni tervezése és szerkesztése, teljes terjedelmű műszaki felülvizsgálata. 
Az ún. szabvány-költségvetések készítése. 
Szigetelőmunkák műszaki és kiviteli előírásai. 
Az információ továbbítása és vétele az iparosított építésben. Bevezetés a vaktervezés e lmé-
letébe. (Társszerző: PÁRKÁNYI Mihály). Akadémiai Kiadó, Budapest 1979, 141. 
Energiagazdálkodás az építészetben (társszerző: ZÖLD András) Akadémiai Kiadó, Budapest . 
Kiadása folyamatban. 
A nemtektonikus építés alapvető szerkezetelméleti kérdései (társszerző: PÁRKÁNYI Mihály). 
Kézirat. (Megjelenik az MTA gyorsmonográfiáinak sorozatában.) 
Megjegyzés : A fenti felsorolás nem tartalmazza a különböző intézetekben, szakmérnöki 
tanfolyamokon, tudományos ülésszakokon, külföldi tanulmányutakon stb. elhangzott elő-
adásainak jegyzékét. 
í 
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PEREMÉN BEFOGOTT ELLIPSZISLEMEZ 
CSONKA P Á L 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 
[Beérkezett: 1981. január 2-án] 
A dolgozat polinom szerint megoszló merőleges erőkkel terhelt ellipszis alakú 
olyan síklemez erőjátékával foglalkozik, amely a peremén mereven be van fogva. A vizs-
gálatokat a technikai rugalmasságtan szokásos feltevéseinek keretében végzi: k imutat ja , 
hogy a tárgyalt esetben a lemez alakváltozása és belső erői zárt polinommal fejezhe-
tők ki. 
1. Bevezetés 
A techn ika i r u g a l m a s s á g t a n p r o b l é m á i n a k megoldása á l ta lában b o n y o -
lul t összefüggésekre vezet , és csak r i tkán s ikerül a f e lmerü lő fe ladatok megol-
dásá t zá r t kép le tekke l k i fe jezni . E t e k i n t e t b e n kivételt a l k o t a jelen do lgoza t -
b a n t á rgya l t f e l a d a t : a p e r e m é n mereven befogot t ell ipszis alakú o lyan sík-
lemez p r o b l é m á j a , amelyet po l inom szerint megoszló merőleges erők t e r h e l n e k . 
E b b e n az ese tben ui. a lemez a lakvá l tozásá t és belsőerőit leíró képletek zá r t 
a l a k ú a k . Egyenle tesen megoszló, va lamin t sík szerint megoszló merőleges t e -
her esetében a vona tkozó kép le t ek a szaki rodalomból i s m e r t e k [3 — 11]. E z e -
k e t a megoldásoka t jelen dolgozat te tszőleges polinom sze r in t megoszló t e h e r 
esetében a lka lmazandó e l já rás i smer te tésével egészíti ki, és egyes egyszerű t e r -
helési ese tekben közvet lenül a lka lmazha tó képle teket közöl . 
Az i smer t e t endő e l já rás feltételzi, h o g y a lemez a n y a g a lineárisan ruga l -
mas , va s t agsága ál landó és a lemez egyéb méreteihez viszonyí tva cseké ly . 
Fel tételezi t o v á b b á , hogy a lemez a t e rhe lés ha tásá ra c s a k kismér tékű a lak-
vá l tozás t szenved. 
2. Alapfoga lmak , jelölések 
Tá rgya lá sa inka t derékszögű olyan О ( x , y, z) koo rd iná t a r endsze rben vé-
gezzük, ame lynek О k e z d ő p o n t j a az ellipszislemez k ö z é p p o n t j á b a n v a n , x és у 
tengelyei pedig a középlap [főtengelyeivel esnek egybe. A z x, illetve у i r á n y ú 
fő suga raka t о és 6 be tűve l j e l ö l j ük (1. á b r a ) és megá l l apodunk az 
va l amin t az 
= j - ^ r j s ( í ) 
a b 
f = 7 (2) 
b 
egyszerűsí tő jelölésben. 
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Az О (X, y , z) koord iná ta rendsze rben a középsík p e r e m v o n a l á n a k egyen-
le te 
— -j- — — — 1 = 0 , 
2
 b2 
( 3 ) 
h a t i . x0 és y0 a peremvonal p o n t j a i n a k x és у koordinátá i . 
A l emezre ha tó t e h e r k é n t polinom szer in t megoszló e rőke t veszünk szá-
mí t á sba , és ezeket akkor t e k i n t j ü k poz i t í voknak , ha pozit ív z i r ányban h a t n a k . 
Fa j l agos é r t é k ü k e t a 
P = Poo + Pio £ + Poi »? + P20 ? + Pu 11 + P02 V2, + • • • ( 4 ) 
pol inommal fe jezzük ki, ahol a p 0 0 , p 1 0 , p0l, p20, jo u , p 0 2 , • • • ér tékek a d o t t ál-
l andók . 
A l emeznek a p t e r h e k okozta a l akvá l tozásá t a középs ík p o n t j a i n a k z 
i r ányú e lmozdulásá t kifejező 
w = w ( f , rj) (5) 
e lmozdulásfüggvénnyel je l lemezzük. Ez a f üggvény a t e c h n i k a i ruga lmasság-
t a n t a n í t á s a szerint [1 — 5] az 
d 4 w 1 d 4 w 
+ _ 
1 d 4 t r 2 




differenciá legyenletnek t a r t o z i k megfelelni, ahol К a lemez ha j l í tó merevségé t 
kifejező ú n . lemezál landó. U t ó b b i n a k é r t é k e 
К 
E t 2 
1 2 ( 1 - f ) 
( 7 ) 
I t t E a lemez anyagának ruga lmasság i t ényező je , fi a h a r á n t kon t rakc ió t é -
nyezője , t0 ped ig a lemez vas t agsága . 
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A peremén be fogo t t lemezről lévén szó, a w e lmozdulás függvény a perem-
vona l m e n t é n te l jes í teni t a r toz ik a 
w = 0, (8) 
v a l a m i n t a 
^ = 0 , ^ = 0 ( 9 ) 
A F V 
fe l té te leke t . 
3. A fe ladat megoldása 
Az ismere t len w e lmozdulás függvényt 
t « = - ~ G 2 + V - 1 ) 2 G(I , n) (10) 
K. 
a l a k b a n k ísére l jük meg felvenni , ahol a G(f , rj) a t ehe r függvény fokszámáva l 
egyező fokszámú ismeret len e g y ü t t h a t ó s po l inom: 
+ "To "01 V + 20 + ^02 if + • • • • (11) 
Az ekkén t megszerkesz te t t w függvény fe lépí tésénél fogva eleve megfelel a (8) 
pe remfe l t é te lnek , de egyút ta l eleget tesz a (9) peremfe l té te leknek is. í g y a 
f e l ada t megoldása az ismeretlen G0 0 , G1 0 , G0 1 , G2 0 , G u , G02 . . . e g y ü t t h a t ó k 
megha t á rozá sá r a reduká lódik . Ezeknek az e g y ü t t h a t ó k n a k oly é r t éke t kell t u -
l a j d o n í t a n u n k , hogy a ív f üggvény pon tosan fe le l jen meg a (6) differenciál-
egyenle tnek . 
A G pol inomot a teherpol inom egyes t a g j a i n a k megfelelő részekből cél-
szerő összerakni . Az egyes részek e g y ü t t h a t ó i t — h a ezeket i l letően nem állnak 
rendelkezésre t á b l á z a t b a foglalt kép le tek — a (6) differenciálegyenlet segítsé-
gével kell megha tá rozn i . Ez a műve le t a t e h e r p o l i n o m fokszámátó l és szerke-
zetétől függően több-kevesebb egyenletből álló l ineár is egyenlet rendszer meg-
oldását teszi szükségessé. Magát a számí tás t fokoza tos lépésekben, a t agok 
megfelelő csopor tos í tásával célszerű v é g r e h a j t a n i . 
H a pé ldául a t eherpo l inom t i s z t a m-ed f o k ú , я>Ьеп é s y - b a n egya rán t pá-
ros függvény , akko r a G polinom m ! számú t a g o t t a r t a l m a z ó m-ed fokú függ-
vény . I lyenkor a f e l ada t megoldása m ! számú i smere t len megha t á rozásá t , te-
h á t egy m !-számú egyenletből álló l ineáris egyenle t rendszer mego ldásá t teszi 
szükségessé. A számí t á s során először az m-ed f o k ú tagok e g y ü t t h a t ó i t állapít-
j u k meg, ami egy (m/2) + 1 számú egyenle tből álló lineáris egyenle t rendszer 
megoldásá t igényli . E z u t á n az (m-2)-ed fokú t a g o k együ t tha tó i t ha t á rozzuk 
meg, amihez egy m/2-számú egyenletből álló egyenle t rendszer t kel l megoldani . 
E z t a számí tás t elvégezve, az (m-4)-ed fokú t a g o k együ t tha tó i t ha tá rozzuk 
meg egy [(m/2) — 1] számú egyenletből álló egyenlet rendszer megoldása révén. 
E k k é n t fokról f o k r a t o v á b b ha l adva , végül is az abszolút t a g e g y ü t t h a t ó j á t 
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á l l ap í t juk meg, ami m á r csak egyetlen egy egyenlet megoldását tesz i szüksé-
gessé. 
Hason ló lépésekben célszerű a G pol inom i smere t len e g y ü t t h a t ó i t meg-
ha tá rozn i egyéb terhelés i esetekben is. 
E g y e s egyszerű ese tekben a G po l inom e g y ü t t h a t ó i az 1. t á b l á z a t b ó l ve-
hetők ki . E n n e k a t á b l á z a t n a k a segítségével a f e l ada t megoldása b á r m e l y má-
sodfokú pol inommal je l lemezhető terhelés i esetben közvet lenül m e g a d h a t ó . 
1. táblázat 
a G polinom együtthatói 
G
°° 8 (3 + 2 y» + 3 y4) 
G l
° 24 (5 + 2y 1 + y 4) 
Q _ I 
01
 24 (1 + 2уг + 5y4j 
r 2(3 + I l y ' + 4 1 / + 9 / ) 
00
 3 ( 3 + 2 y * + 3 y 4 ) (5 + 2 0 y « + 7 8 y 4 + 2 0 y « + 5y®) 
r 1 + V + 1 5 / 
20
 3 (5 + 20 y 1 + 78 y4 + 20 y® + 5 y 8) 
r = ~ ( 2 + 2y2) 
02
 3 (5 + 20уг + 78у4 + 20y® + 5 у 8 ) 
Si1 Git = 24 (5 + 6уг + 5 у4) 
2 (9у2 + 41у4 + Пу® + Зу®)  
00
 3 (3 + 2у2 + Зу4) (5 + 20у2 + 7 8 у 4 + 20у® + 5у®) 
Г
 —(2 У* + 2у®)  
20
 3 (5 + 20 у 1 + 78 у 4 + 2 0 у ® + 5 у«) 
Г
 _ 15 + 4у2 + у4  
0 2
 3 (5 + 20 у2 + 78 у4 + 20 у® + 5 у®) 
A lehetséges te rhelés i esetek köz t külön is megeml í tendő az az eset , 
ame lyben a lemez a pe remvona lhoz hasonló ellipszisek mentén azonos in ten-
zi tású, belülről kifelé négyzetesen n ö v e k v ő erőkkel v a n terhelve. E b b e n a kü-
lönleges esetben 
P20 ~ P02 = 
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t e h á t a t e h e r f ü g g v é n y 
p = A ( p + r,2). 
A w e lmozdulás függvény 
" = + V* - l)2 (G*,!2 + Cos»?2 + G«,). 
л 
ahol G00, G20 és G02 a két t e rhe lés i t agnak megfele lő ké t -ké t részből t evőd ik 
össze: 
2 A (3 + l l y 2 + 41 y4 + 9 y6) + (9 y2 + 41 y4 + 11 / + 3 y8) 
3 (3 + 2 / + 3 / ) ( 5 + 2 0 y 2 + 78y 4 + 2 0 y 8 + 5y8) ' 
G = — • ( l + 4 y 2 + 1 5 / ) - ( 2 y 2 + 2 y 4 ) 
20
 3 5 + 2 0 y 2 + 7 8 y 4 + 20y e + 5 y 8 ' 
„ A (15 + 4 y2 -f- y4) — (2 + 2y2) 
"02 = • 
3 5 + 2 0 y 2 + 7 8 y 4 + 2 0 y 8 + 5 y 8 
Goo = 
4. A l emez igénybevétele 
I smervén a w e lmozdu lás függvény t , a p t e h e r h a t á s á r a ke le tkező nyoma-
t é k o k a t a lemezelmélet i smert képlete ivel s z á m í t h a t j u k [1—5]: 




mxy= — K ( l — p ) 
tfw 












A lemez p e r e m v o n a l á n a k х — х 0 , у = у 0 p o n t j á b a n (2. ábra) 
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t a n (p — — 
1 a Y a2 — X2 a2 y0 
ду/дх b x0 b2x0 
é^SVott
 g i n o ^ g  
b4x2 + a4y2 
COS" CP — 
sin (p • cos cp 
b 4 X2 -j- « 4 yl 
a2 b2 x0 y0 
b4x2 + a4yl 
E n n e k megfe le lően az i s m e r t t r a n s z f o r m á c i ó s képle tek sze r in t az x0, y0 ke rü le t i 
p o n t b a n az n, t i r á n y o k b a n m ű k ö d ő n y o m a t é k o k [1]; 
mn = mx cos
2
 (p my sin2 cp -f- 2 m x y sin cp • cos <p , 
mmt = (my — mx) sin <p • cos cp mxy(cos2 ip — sin2 <p) , 
m, = mx sin2 cp -j- niy cos2 cp — mxy sin cp • cos cp . 
Mindezek a képle tek a n y o m a t é k o k r a z á r t összefüggéseket e r e d m é n y e z n e k . 
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PERIODIKUSAN TERHELT 
RUGALMAS ÁGYAZÁST! KÖRLEMEZEK 
MÁRKUS GYULA* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 
[Beérkezett: 1981. július 23-án] 
A dolgozat állandó vastagságú, periodikusan terhelt, rugalmas ágyazású, vékony és 
izotrop körlemezekkel foglalkozik. A bemutatásra kerülő elmélet segítségével lehetőség 
van minden olyan, körív mentén ható terhelés hatására a lemez alakváltozásait és 
igénybevételeit analitikus módon meghatározni, amelynek Fourier-sora ismeretes. 
1. Lemezelméle t 
Az á l l andó vas t agságú , r u g a l m a s á g y a z á s ú , vékony és izo t rop kör lemez 
d i f fe renc iá legyenle te r, <p po lár i s koo rd iná t a rendszerben a ruga lmas e lméle t 
a l ap j án az a l á b b i a k szerint í r h a t ó fel: 
W „ + 9(r,<p)
 =  
К 
a* 1 a 1 d 2 u d 2 w i э » 1 , 
dr2 r dr r2 V I ( dr2 r dr ^ r2 d<p2 ) ^ 




A fent i e g y e n l e t b e n w a lemez középfe lü le tének merőlegesen m é r t e l to lódásá t , 
r va l amely p o n t j á n a k a k e z d ő p o n t t ó l mér t t ávo l ságá t , cp a kérdéses p o n t o t a 
középpon t t a l összekötő sugár és a kezdő i r á n y közöt t i szöget , k() a Winkle r— 
Schwedler-féle ágyazás i t é n y e z ő t , p(r, cp) a k o o r d i n á t á k t ó l f ü g g ő felületi t e r -
helést , 
q(r,<p) = k0w ( 2 ) 
t a l a j r e akc ióe rő t , К pedig az ú n . l emezmerevsége t je lent i , ame lynek é r t éke 
K = (3) 
12(1 - pc2) 
* Dr. Márkus Gyula, 1112 Budapest , Süveg u. 4/a. 
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I 
ahol E a rugalmassági modulus, P pedig a keresztirányú nyúlási együttható , 
azaz a Poisson-féle szám reciprok értéke. 
Az 1. ábra a körlemezből kivágott elemi testre ható pozitív előjelű met-
szeterőket tünteti fel. A w eltolódás függvény ismeretében felírhatok az elfor-
dulások, a nyomatékok (sugár-, érintőirányú, csavaró), a nyíróerők (sugár-, 
R 





MR= — К 
Mv = — к 





d ? ' 
' d2w 
h P 
. dr2 ( r 
dw 
dr 
1 dw ^ 
r dr 
1 d 2w 
~r 2 d^2 
L d 2 w 
D2 w 
(1 - F I ) K 
- + FI 
dr2 
d2w 1 
r dr d<p r-
dw I 
dcp ) 
U r 3 Г dr2 
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d3W , J ^ 
dr*d<p 1 r2 
Vr=±K 
K=± к 
a 3 w , 1 
dr3 r 















r2 a r г 
2 / í - i a 2 tu 
a 3 if 
drdrp 
+ ± ^ - + 2 
r 3 A?>3 
3 — d 2 w 
~ d I f . 
А » ) 
d<p) r 3 
A reakcióerőknél — amelyek akkor poz i t ív előjelűek, h a alulról felfelé 
t á m a d j á k a l emez t —, ke t t ő s előjelet t a l á l u n k . A felső előjel a kezdőpon thoz , 
i l letve kezdő i rányhoz képes t t á v o l a b b f e k v ő peremre, az alsó előjel pedig a 
közelebb f ekvőre vonatkoz ik . 
2. A kör lemez d i f ferenciá legyenle tének általános megoldása 
A lemez terhelésével kapcso l a tban fe l té te lezzük, hogy é r in tő i rányú vá l -
tozásá t az a l ább i Fourier-sor fe jezi ki; 
0 ~ со 
P(<P) — + J? an cos ncp + ^ än sin n<p , (5) 
n=1 n= l 
ahol a0, an és a n az ún. F o u r i e r - e g y ü t t h a t ó k az r sugár és a te rhelés in tenz i tá -
sának a f üggvénye i . 
A r u g a l m a s ágyazású kör lemez (1) a l a t t i Bessel t ípusú parciál is d i f feren-
ciá legyenletének ál talános megoldása az inhomogén egyenlet egy pa r t iku lá r i s 
megoldásából és a homogén egyenlet А, В, С és D, v a l a m i n t А, В, С és D 
in tegrálás i á l l andókka l bőv í t e t t megoldásából áll, amely az (5) a la t t i te rhelés-
hez hasonló összegezések f o r m á j á b a n á l l í t ha tó elő. A l eha j l á s függvény ra-dik 
t a g j a Thomson- függvényekke l a következő m ó d o n írható fel : 
wn = ™no + [ ( A n c o s ricp An s in ncp) bern 1 + 
+ ( B n cos ncp -f Bn s in ncp) bei„ | -f-
-f- (Cn cos ncp + Cn sin ncp) ker n | -f-
+ (Dn cos ncp + Dn sin ncp) kein . (6) 
E b b e n az egyen le tben wnU az ra-dik t ag pa r t i ku l á r i s megoldása, 
f = y , ( ? ) 
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Az n-ed r e n d ű Thomson- függvények sorai , azok d i f fe renc iá lhányadosa i , 
az igen nagy , i l letve igen kicsi a r g u m e n t u m o k r a v o n a t k o z ó közelítő k é p l e t e k , 
va lamin t a m a g a s a b b r e n d ű e k n e k a l ac sonyabb r endűekke l való kifejezései a 
Függelékben t a l á l ha tók . 
A (6) a l a t t i megoldás és a (4) a la t t i összefüggések segítségével f e l í r ha tok 
az elfordulások, n y o m a t é k o k , nyíróerők és reakcióerők kifejezései; 
ftm = #rno — у [(АП c o s n(P + Än s i n ncp) b e r / f + 
+ ( B n cos n<p -j- Bn sin ncp) b e i / 1 4 
4 (C n cos ncp -{- Cn sin ncp) кег / f 4 
(D n cos ncp Dn sin ncp) ke i / I ] , 
cpn <pnO 
n 
[(An s in ncp — An cos ncp) ber n f -f-
-j- (Bn s in ncp — Bn cos ncp) bei„ £ 4 
-)- (C n s in ncp — Cn cos ncp) k e r n £ 4 
4 (D n s in ncp — Dn cos ncp) kein £] , 
Mrn = Mrn0 + 
К 
-) 1 (An cos ncp-\-An sin ncp) 
l 2 
l - g 
I 
l - i « 
b e r / I -
b e i / | 
bein I + 
- ( B n cos ncp -f Bn sin ncp) | b e r n £ — 
(Cn cos ncp 4- Cn sin ncp) J^ke i n £ 4- ^ ^  |ker/ £ — — 
( D n cos ncp + Dn sin ncp) J^ker„ £ — ^ ^ | k e i / £ — | 
n
2
 bern £ 
n
2
 be i„£ 
£ 
ker n C 
+ 




4 J« {(^n c o s ra9> sin ncp) 
l2 
— ( B n cos ncp 4- Bn sin ncp) 
4" ( C n C O S ncp 4" C n sin nç?) 
- - (D n cos ncp 4- Dn sin ucp) 
bei n £ -
b e r n £ / 
1 - 1 « 
g f 
1 - M 
g l 
kei„ £ — 
k e r n I 
1 - A* ! 
gf 
1 - g 
b e r / £ — 
bei / £ 
k e r / £ -
g l 
ke i / I 
n
2
 ber„ £ ! 
I ) 








 kei„ £ 
+ 
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= M v r n = МГ(рп о + 
+ ( 1 - - p ) — n 
K





( 4 n sin и?5 — c o s n(P) jberó £ 
4 (B„ sin nç9 — B n c o s re9?) |bei„ £ 
- ( ker £ ) 
-f (Cn sin n<p — Cn cos nç>) Ike r ; £ ^—I + 
^ j j , 
- f (D„ sin ncp — Dn cos ncp) kei„ I -
К 
= Qrno + - ß - [(An c o s ncp - f An s i n n<p) b e i ; £ - f 
— ( B n cos тир Bn sin тир) b e r ; £ — 
-f- (Cn cos тир + Cn sin тир) ke i ; £ — 
— (D„ cos тир -f Dn sin игр) k e r ; £] , 
= Qvno — -^J n [ M n Sin тир — An cos тир) bein f — 
— (ßn S4n n(P — Bn cos n(P) be r n £ 4 
4- (Cn sin тир — Cn cos тир) kein f _ 
» 
— (D sin тир — Dn cos тир) ker„ £] , 
(9/2) 
= KnO + 
_ к 
I3 
(An cos тир 4 An sin iwp) 
— (Bn cos тир 4- Bn sin ncp) 
bei; £ - f i iLn-« 
£2 
be r ; £ — n2 
-f (Cn cos ncp + Cn sin ncp) I ke i ; £ -f — iL n2 
ber ; £ — 
beiú f — 
ker ; £ — 
- (Dn cos ncp 4- Dn sin ncp) Jke r ; £ - 1 ^ n2 Jkefc £ - j j 
ber„ 
£ 
bei„ £ j 
£ J 
ke r n 
£ ) 
kein £ ) 
+ 
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V = V „ + 
f
 yn r <pnO i 
T K 
4 n 14 
(9/3) 
(An sin ncp — An cos ncp) l - И í 3 b e r n i -
re2 4 - 2 
b e r n l + ( 2 - / i ) b e i „ ! + 
+ ( B n sin ncp — Bn cos ncp) l - f * 3 bei^ ( 
ra2 + 2 
bein 11 — (2 — лж) b e r n | + 
-f (Cn sin ncp — Cn cos ncp) 
l - l i 
3 ker^ I — 
re2 + 2 
k e r ^ l + ( 2 - j « ) k e i „ f + 
+ (Dn sin ncp Dn cos ncp) j^— — i" 
I 
re2 + 2 
3 kein £ 
k e i n f (2 — p ) к е г „ I 
A végeredményt az egyes tagok összegezése u t á n k a p j u k : 




= 2MMI M9 = 2 МГ<Р = MFR = 2 MR*N» (10) 
л=0 л=0 n=0 
Qr = 2 Qmi G, = 2 vr = 2 vm> К = 2 (рП 
n—0 n=0 n=0 n=0 
Körsz immet r ikus terhelés esetén re = 0, az egyes jelzéseknél a zonban láb-
indexben a zérust egyszerűség kedvéé r t el szokták hagyni . Egyenle tesen meg-
oszló, p(r, cp) = p0 terhelésnél (2. á b r a ) a lemez önmagáva l p á r h u z a m o s a n be-
süllyed a t a l a j b a , miközben a 
... _ Po 
k0 
(H) 
eltolódást végzi. E z egyben az (1) a l a t t i differenciálegyenlet egyik par t iku lá r i s 
megoldása. A (4) a l a p j á n következik , hogy 
űr0 = Mr0 = M 0 = Qr0=Vr0 = 0 . (12) 
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2. ábra. E g y e n l e t e s e n megoszlóan terhelt rugalmas ágyazású kör és körgyűrű alakú lemez 
Antimetr ikus terhelés és alakváltozás esetén, amikoris a teherfüggvény (5) 
cos cp, illetve sin cp szerint változik, n = 1 : 
p(cp) = a1 cos cp -f- á1 sin cp . (13) 
Az ilyen jellegű terhelésnek van egy szimmetria és egy ant imetr ia tengelye. 
Előbbi zárjon be a kezdőiránnyal y szöget (3. ábra). Egyenletesen változó felii-
let teher esetén 
p(r, cp) — р
г
 — cos (cp — y) — p1 — (cos cp cos cp -(- sin у sin cp). (14) 
A A 
Ez azt jelenti, hogy a (13) a la t t i teherfüggvényben 
aj = p1 — cosy; ä1=p1 — sin у . (15 
А А 
I lyen megoszlású terhelés esetén a rugókon álló szabad peremű kör, illetve kör-
gyűrű alakú lemez az antimetria tengely körül elfordul, görbülete nem változik 
(4. ábra). A t a l a j b a való benyomódását a 
2 * 
w 1 0 =
 P \ T cos (cp — y ) 
ak0 
(16) 
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2 0 MÁRKUS G Y U L A 
Ч> -
4. ábra. Egyenletesen változóan terhelt rugalmas ágyazású kör és körgyűrű alakú lemez 
függvény fe jez i ki. Mivel az azonos a pa r t i ku l á r i s megoldással , (4) a l a p j á n 
' r i o = - "v-cos(ç> - y ) ; &
т10 = - ^ - s i n ( y - у ) , 
A K 0 akn (17) 
Mrl0 = M^o = Mr<fl0 = Qno = Qrl0 = Frlo=0. 
R u g a l m a s ágyazású körlemezek ese tén a per iodikus terhelések közü l a 
mérnöki g y a k o r l a t b a n legtöbbször a P in tenz i t á sú szakaszos vonalerő (5. áb ra ) 
fordul elő: 
(18) 2 kP Г e 1 
1 









5. ábra. Egyenletesen megoszló, szakaszos vonalerők 
E b b e n a k i fe jezésben к az erőcsoportok s z á m á t , e pedig a vonalerő közepén és 
szélein á t h a l a d ó suga rak közöt t i szögeket je lent i . Beveze tve a 
va lamin t a 
jelöléseket, 
n = mk, 
P P 
2 bx E 2ßx le 
k P Г 1 ~ s i n n e 
P ( 9 > ) = - T - H — + 2 cos n{<p — y ) 
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J e l e n ese tben P a 6 x = ß j s u g a r ú kör m e n t é n h a t ó , 2 bxe s zakasz ra eső, P i n t e n -
zi tású vona le rő e redőjé t j e l en t i . Amenny iben a P vonalerők he lye t t P k o n c e n t -
rá l t erők t á m a d j á k a l emezt , 
s in ne , s i n n e 
lim = 1 ; l im = 1 . 
«-о ne ri-o ne 
(22) 





— + 2 c o s n ( y - y ) 
n=k,2k,... 
(23) 
H a a sz immet r ia t enge lyben (y = 0), a bx = ßxl sugarú kö r m e n t é n csupán egy 
koncen t rá l t P e rő t á m a d j a a lemezt (k = 1): 
P(<P) 1- ^ cos nq> 
ß i l n [ 2
 n = t f , 3 . . . 
(24) 
Az e l m o n d o t t a k m i n t á j á r a M in t enz i t á sú , szakaszosan h a t ó , sugá r i r ányú 
vona l n y o m a t é k Four ie r - so rá t is elő t u d j u k á l l í t an i : 
2kM Г e 1 « 1 . , , , ,] 
m(<p) = 1 > s in mke cos mk (у — y) 
71 2 fe
 m=l,2,... ni 
(25) 
H a t á r o z z u k m e g a 2 6xe szakasz ra eső M megoszló v o n a l n y o m a t é k M e r e d ő 
n y o m a t é k á t 
M = 2 J* Mby cos y dy = 2 M 6 j sin e . (26) 
E z t behe lye t t e s í tve (25)-be 
. . kMe 
m (y) = — 
ßy Ы sin e 
1 ~ s in ne 
— 4 - £ cos n(y — y) 
2 n=k,2k,... n£ 
(27) 




- cos n ( y - y) . 
2 П=к,2к,.. J 
(28) 
A m e n n y i b e n a sugarú kör ív men tén h a t ó szakaszos vonalerők elője lü-
k e t is v á l t o g a t j á k (6. ábra) , a terhelés v é g t e l e n t r igonomet r ikus sora a l á b b i 
módon í rha tó fe l : 
. . 4 P - 1 . mfce . mkx .mk 
p{<p) = 2 — s m — — s i n — — s i n - — ( y - y ) . (29) 
л
 m=i. 2,3 ... m Z Z Z 
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J G T * . 
- P 




6. ábra. Egyenletesen megosztó, vál takozó előjelű, szakaszos vonalerők 
Ennél a sornál к csak pá ros szám lehet. Behe lye t tes í tve a (19) és (20) a l a t t i a k a t 
p(cp) = ^ J*? S " 1 ne sin пи sin n(q> — y>). (30) 
ЬхЛ
 k 2ft ne 
Minthogy ennél a terhelésnél az 1 , 2 , . . . , к sugarak m e n t é n ant imetr ia t enge-
lyek képződnek , mód nyí l ik arra , hogy vona l teher h a t á s á r a sugarak m e n t é n 
szabadon fe l fekvő módon a l á t ámasz to t t r u g a l m a s ágyazású körcikk, i l le tve kör-
gyűrűcikk a lakú lemez s t a t i k a i mennyiségei t is megha tá rozzuk . 
A b e m u t a t o t t per iodikus t e rhek körív m e n t é n h a t n a k és nem függenek az r 
sugártól . E z azt jelenti , hogy számí tása ink során csupán a homogénné t e t t dif-
ferenciál-egyenlet tel (1) kell fogla lkoznunk [p(r , (p) = 0]. E z esetben t e h á t pa r -
t ikulár is megoldásról sem beszé lhe tünk: 
WNO = — ®<PNO — MRN0 = MRN0 = MR(PN0 = QRN0 - QRN0 = VRN0 = VVN0. (31) 
3. Kerületi fe l té te lek 
Az á l landó vas tagságú rugalmas ágyazású körlemez differenciálegyenleté-
nek (7) a l a t t i megoldása peremenként négy-négy szabadon megvá la sz tha tó in-
tegrálási á l landót (AN , B,„ CN, DN; ÄN, BN, CN, DN) t a r t a l m a z . Ezeket a kerü le -
t ek mentén fel í rható fel tétel i egyenletekből h a t á r o z h a t j u k meg. Az egyen le tek 
száma m i n d e n esetben megegyezik az i smeret lenek számáva l . 
Kör lemez esetén, amelynek közepén nincs lyuk, véges ér tékű uin e l to lódás t 
és d2wnldr2 görbüle te t kell k a p n u n k . A (6) a l a t t i kifejezés a l ap j án ez csak a k k o r 
lehetséges, ha 
CN = DN = C„ = D„ = 0 . (32) 
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A 7. ábrában néhány megtámasztási módhoz és terhelési esethez megad-





7. ábra. Kerületi feltételek 
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4. Alakváltozások és igénybevételek a középpontban 
K ö r l e m e z e k esetében szükségünk v a n a (6) és (9) a l a t t i kép le tek é r t é k e i r e 
a £ = 0 p o n t b a n . A T h o m s o n - f ü g g v é n y e k x i gen kicsi a r g u m e n t u m a i r a a F ü g -
gelékben m e g a d o t t közel í tő é r t é k e k e t b e h e l y e t t e s í t v e , v a l a m i n t a £ —<- 0 h a t á r -
á t m e n e t e t e lvégezve az a l á b b i összefüggéseket n y e r j ü k : 




 2 / 2 
— [ ( A - Bj ) cos cp + ( A — BjJsin y ) ] , 
A = — „ - . [ ( A — A ) sin cp — ( A x - Bj) cos y ) ] , 
2 [/ 2 I 
K (1 + /í) B„ - 1 ^ ( B 2 cos 2y + B 2 s in 2y) 
K 
M . = 
9
 2 Í 2 
(1 + / Í ) B 0 - | — ( B 2 cos 2y + B 2 s in 2y) (48) 
L 




2 / 2 / 
[ ( A + Bx) cos у + ( A + Bj ) s in y ] , 
<?„ = - [ ( A + A ) «in у - ( A + A ) c o s , 
5. P é l d á k 
H a t á r o z z u k meg a 8. á b r a a és b s u g a r ú , k ö r g y ű r ű a l a k ú lemezének i n t e g -
rálási á l l andói t a bx = ßxl s u g a r ú körív m e n t é n szakaszosan h a t ó vona le rő (21) 
esetében. A f e l a d a t egy l á b a k o n álló h ű t ő t o r o n y a lap lemezének t e k i n t h e t ő . 
Téte lezzük fe l , h o g y a k e z d ő i r á n y egybeesik az egyik t á m a s s z a l (y = 0). A t e r -
helés Four ie r - so ra ekkor (21) a l ap ján 
. . kP ~ s in ne 
P(<P) = —7~ 2 ' cos ncp. 
ßxln n=0,k,2k,... n e 
(49) 
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8. ábra. Egyenletesen megoszló, szakaszos vonalerőkkel terhelt, rugalmas ágyazású körgyűrű 
alakú lemez 
F e n t i k é p l e t b e n a E ' jelölés az t j e l e n t i , hogy a vég te len t r i g o n o m e t r i k u s sor első 
t a g j á t (n — 0) fé l é r tékkel kell s z á m í t á s b a v e n n i . Miu tán a t e r h e l é s csak kosz i -
n u s z f ü g g v é n y e k e t t a r t a l m a z , a (6) és (9) k i f e j ezésekben a f e l ü l v o n á s o s i n t e g r á -
lás i á l l andók e l t ű n n e k . 
S z á m í t á s t e c h n i k a i s z e m p o n t b ó l az a és b sugarú k ö r g y ű r ű a l a k ú l e m e z t 
а 4- by és by 4- b s u g a r ú a k r a b o n t j u k fel. U t ó b b i menny i sége i t m e g k ü l ö n b ö z t e -
t é s cé l j ábó l * je l le l l á t j u k el. F e l a d a t u n k n m i n d e n ér téke e s e t é n nyolc i n t e g r á -
l á s i á l l andó t t a r t a l m a z . Ezek m e g h a t á r o z á s á r a u g y a n e n n y i f e l t é t e l i egyen le t e t 
ke l l fe l í rn i . A k e r ü l e t i f e l t é t e l ek : 
£ = (0 : ( 3 5 ) . . . M* — 0 ; Vf = 0 , 
£ = ßy : ( 4 6 ) . . . w* - w = 0 ; Û* - = 0 ; M* - Mr=0 ; Q* -Qr= p(<p), 
£ = a : ( 3 5 ) . . . M r = 0 ; F r = 0 . 
A (6) és (9) kép le t ek seg í t ségéve l e l őá l l í t j uk a fel tétel i e g y e n l e t r e n d s z e r t . 
Az i s m e r e t l e n e k e g y ü t t h a t ó i t az I . t á b l á z a t b a n a d j u k közre . A z egyen le t r end -
szer mego ldása s z o l g á l t a t j a az i n t eg rá l á s i á l l a n d ó k a t . 
A m e n n y i b e n a k ö r g y ű r ű a l a k ú lemez á t m e g y kör lemezbe (ß —• 0) a C* és 
D* i n t eg rá l á s i á l l a n d ó k (9. á b r a ) e l t ű n n e k (32). E k k o r a zé rus ra r e d u k á l t egyen-
l e t r e n d s z e r m á t r i x a egysze rűbb a l a k o t ölt ( I I . t á b l á z a t ) . E r r e az eset re expl ic i t 
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9. ábra. Egyenle tesen megoszló, szakaszos vonalerőkkel terhelt , r u g a l m a s ágyazású kör a lakú 
lemez 
a l a k b a n is m e g a d j u k az in tegrá lás i á l l a n d ó k ki fe jezése i t . E h h e z vezessük be az 
a lábbi j e lö léseke t : 
с = - [ (ber„ ß)2 + (bei„ ß)2] [(ker^ ßf + ( ke i ; ß f \ -
- [ ( k e r „ ß f + (kei„ ß)2] [(ber'nß)2 + (bei;/?)2] + 
+ 2 (ber„ ß kei„ ß - bei,, ß ker„ ß)(bci'n ß ke i ; ß - b e i ; ß kei'n ß) + 
+ 2(ber„ ß ker„ ß + be i n ß kei„ ß) (hev'n ß kei'n ß + b e i ; ß ke i ; ß) = - - L , 
cx = I 1 2 ' " | (1 — ra2)(bei„ a k e r ; а — k e r „ a b e i ; a ) + (50/1) 
-f- — — (ber ; а k e r ; x + be i ; x k e i ; а ) — ber„ x k e i ; x -(-
« 
+ kei„ x b e r ; x — — n2 (ber„ x ke r„ а + bei„ x kei„&) — 
X? 
— n2(ber„ а k e r ; а + bei,, x k e i ; x + ker„ x b e r ; а -+- kei„ x bei,', x), 
X2 
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1 — f t ^ 
2 7 
\ a* 
l - f * 
X 
(n2 — 1) ( b e i „ a k e i ó a — k e i „ a b e i ó a ) — 
(beró X keió x — beió x keró x) — ber n x keró x (50/2) 
+ ke r n x beró a — ( b e r n a kei„ a — ker„ a be i„a) + 
a 3 
1 - p 
H га2 (ber„ a keió x — bei„ x beró a ~~ ber„ a beió x + kei„ a beró x), 
c , = 
a ' 
1 - / 4 
— 2 
- f i 
x 
1 - / 4 
[(beró a)2 + (beióa)2] + „ 3 [ (ber n a) 2 + (bei„a)2] 
ra2 (ber„ a beró x + bei„ x beió x) — 
1 _ Ü . „ | V - 1) + 1 (ber„ x beió x — bei„ a be róa ) . 
F e n t i k i fe jezésekben с az egyenle t rendszer de t e rminánsa . Az (50) a l a t t i a k 
segítségével az integrálási á l l andók a s z á m í t á s so r r end jében : 
C„ = 
kl2 P sin ne 
kei'nß[(U-vnß)2 + (beinß)2] 
D„ = 
cßKn ne 
beró ß (ber n ß kcin ß — bei,, ß ker„ ß) -
beió ß (ber„ ß ker„ ß + beinßkein / 3 ) | , 
kl2 P sin ne 
k e r ó / ? [ ( b e r n / S ) 2 + (bei„ß)2] 
cßKn ne 
- beró ß (ber„ ß ker„ ß + bein ß kei„ ß) + 
+ beió ß (ber„ ß kei„ ß - bei n ß ker„ 0) J , 




An beió x 4- —— n2 ber? a 





ker_ x . kei,, x 
kei„a — 
. 1 Iй 2 I, bei"a H пг bei„ x 
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III. táblázat 
№ 
max n = 28 
f : « 
qj : я 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 
0,2 0,1 0,0 









































— 22 036 
13 753 
0 
1/12 29 897 
0 
20 190 
- 6 457 
47 864 
— 2 232 
24 885 


































— 19 639 
11 356 
8 947 
2/12 11 211 
0 
7 085 
— 9 057 
27 221 
- 5 8 5 
8 248 


































— 13 089 
4 806 
15 497 
3/12 - 5 300 
0 
448 




— 10 831 
21 266 
833 
— 1 001 
- 1 3 718 
34 152 
4 950 
- 3 025 
- 1 6 631 
46 073 
13 129 
- 6 493 
- 1 7 919 
55 622 
26 055 
- 9 652 
- 1 4 575 
60 888 
32 343 
















- 4 142 
17 895 
Ч/Ч — ILI ИИЧ, 
0 
- 3 4 0 




- 8 662 
0 4У1 
— 471 
— 2 671 
— 10 768 
16 448 
534 
— 5 006 
— 13 092 
26 149 
3 668 
— 8 314 
— 14 972 
34 978 
7 710 
— 14 153 
- 1 4 914 
41 924 
16 191 
- 1 7 236 
- 1 1 473 
45 761 
20 887 
- 2 0 540 
- 4 160 
45 685 
19 972 








— 13 089 
15 497 
5/12 - 1 5 754 
0 
918 
- 4 870 
— 8 242 
— 373 
210 
— 6 229 
- 1 097 
— 932 
— 1 210 
- 7 855 
6 168 
— 1 544 
- 3 229 
- 9 801 
13 583 
— 1 148 
— 5 984 
— 11 839 
20 992 
— 1 748 
— 12 111 
— 13 343 
27 975 
5 234 
— 13 602 
- 1 3 359 
33 700 
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— 17 931 
- 1 0 765 
37 216 
14 696 
— 21 181 
- 5 106 
37 791 
15 156 




— 19 639 
8 947 
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0 
2 ООО 
— 3 014 
— 8 824 
183 
1 434 
- 4 104 
- 3 949 
— 779 
369 
— 5 330 
1 069 
- 2 205 
— 1 145 
— 6 884 
6 414 
—3 325 
- 3 177 
— 8 733 
12 201 
— 5 142 
— 7 395 
— 10 776 
18 386 
— 1 731 
- 8 943 
- 1 2 467 
24 576 
1 957 
— 12 856 
— 12 950 
30 070 
7 078 
— 17 107 
— 11 237 
33 936 
11 798 
— 20 631 
- 6 685 
35 339 
13 753 
— 22 036 
0 
7/12 — 10 422 
0 
2 320 
— 1 878 
— 7 600 
740 
1 884 
- 2 616 
- 4 387 
- 4 2 9 
1 173 
— 3 452 
— 1 064 
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— 12 338 
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30 516 
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— 15 673 
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— 19 639 
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— 1 429 
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- 4 653 
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— 7 718 
13 454 
- 8 413 
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— 1 880 
—2 025 
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— 1 873 
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- 4 143 
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- 2 568 
2 136 
- 4 847 
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- 3 667 
5 544 
- 8 990 
- 7 4 8 
- 5 332 
10 409 
- 1 0 904 
- 1 216 
- 7 691 
17 017 
- 1 1 526 
- 1 725 
- 1 0 762 
25 441 
- 9 710 
- 2 537 
— 14 385 
35 339 
- 4 142 
- 4 142 
— 17 895 
10/12 — 3 700 
0 
892 




- 9 7 6 
- 2 576 
— 866 
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— 1 819 
— 2 179 
410 
— 1 130 
— 684 
— 4 091 
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— 1 530 
1 139 
— 6 072 
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— 2 181 
4 038 
— 9 377 
72 
- 3 286 
8 486 
— 12 279 
435 
- 5 026 
14 960 
— 14 648 
1 295 
- 7 527 
23 861 
— 15 454 
2 767 
- 1 0 990 
35 339 
— 13 089 
4. 806 
— 15 497 




- 2 379 
- 8 4 7 
502 
— 542 
- 2 179 
- 1 316 
370 
— 503 
- 1 744 
- 2 381 
212 
— 541 





— 7 521 
914 
— 1 012 
3 235 
- 9 488 
426 
— 1 553 
7 427 
- 1 2 941 
1 296 
— 2 466 
13 786 
- 1 6 398 
3 039 
— 3 845 
22 919 
— 19 085 
6 167 
— 5 908 
35 339 
— 19 639 
11 356 
8 947 




— 2 106 
- 1 135 
390 
0 
— 2 041 
- 1 504 
270 
0 
— 1 714 








- 8 157 
- 1 555 
0 
2 983 
















- 2 2 036 
13 753 
0 
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10. ábra. Negyedpontjában P koncentrált erővel terhelt, rugalmas ágyazású körlemez lehajlás 
görbéi, a negyedpont lehajlási (w) hatásfelülete. Szorzó: 1 0 ~ 2 P / 2 / K ; a = 4; p = 1/6 
At — A„ — 
kl2 P s in ne 
cßKn ne 
+ k e r ; ß (ber n ß k e i n ß - bei„ ß k e r „ ß) 
— k e i ; ß (ber„ ß k e r „ ß + bein ß k e i n ß) 






kl2 P s in ne her'nß[(kern ß)2+(keinß)2]-
cßKn ne 
- k e r ; ß (ber n ß kern'ß + bein ß ke i „ ß\ -
- k e i ; ß (ber n ß k e i n ß - bein ß k e r „ ß) 
(51/2) 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
PERIODIKUSAN TERHELT RUGALMAS ÁGYAZÁSú KÖRLEMEZ 3 1 
11. ábra. N e g y e d p o n t j á b a n P k o n c e n t r á l t erővel t e r h e l t , rugalmas á g y a z á s ú körlemez sugá r -
i r á n y ú nyomatéka inak (lVfr) ábrái 
Számpéldaként határozzuk meg annak a rugalmas ágyazású körlemeznek 
a lehajlásait és nyomatékait, amelyet negyedpontjában egy koncentrált P erő 
támad (k — 1; e = 0; a = 4; ßx = 2; ц = 1/6). A végeredményt а III. táblázat-
ban adjuk közre. A statikai mennyiségek számításai során a Fourier-soroknak 
28 tagját (max. n = 28) vettük figyelembe. A koncentrált erő támadáspontjá-
ban végtelen nagy sugárirányú (Mr ) és érintőirányú (Mf) nyomatékok ébred-
nek, ugyanakkor a táblázatban véges értékeket találunk. Ez annak az eredmé-
nye, hogy a végtelen trigonometrikus sornak csak véges számú tagját vettük 
figyelembe. A I I I . táblázat számértékei a többi pontban pontosaknak tekint-
hetők, mivel sorfejtéskor a számítógép megvizsgálta, hogy a következő kiszámí-
tott tag befolyásolja-e a kinyomtatásra kerülő utolsó számjegyet. Amennyiben 
már nem változtatta meg, akkor a gép leállt és további tagokat nem számolt. 
Az alakváltozások érzékeltetése céljából megrajzoltuk a számított lemez 
lehajlási görbéit (10. ábra). Ez egyben a negyedpont lehajlási hatásfelülete, 
amelyet k0-al szorozva (2) a talajreakció hatásfelületét kapjuk. Az ábrából lát-
ható, hogy a lemez egy csekély része felemelkedik. Ez a rugókon való felfekvés 
következménye, a valóságban azonban nem fordulhat elő. A gyakorlatban 
egyéb teherhatások (önsúly stb.) azt eredményezik, hogy negatív reakcióerők-
kel nem kell számolni. 
A 11., 12. és 13. ábrák a nyomatékok lefutását szemléltetik a különböző 
lemezátmérők mentén. A rugalmas ágyazás csillapító hatása a támadásponttól 
távolodva nagyon jól érzékelhető. 
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Amennyiben a szakaszosan ható vonalerők a lemez peremét t á m a d j á k 
(14. ábra) , az integrálási á l landók meghatározására szolgáló képletek t o v á b b 
egyszerűsödnek : 
I t t 
. kl2 P sin ne 
A„ = 
хКл ne c4 c4 — c2 c3 
„ kl2 P sin ne с« 
B „ = 3 
хКл ne c4 c4 — c2 c3 
, ./ , 1 — p
 2 í, , ber„ x 
c4 = be i n x -| n I b e r ; x — 
x 
, , 1 — p , L ., bei„ x 
c, = ber„ x — n1 bei ' « — 
а I x 
, . 1 — p , n2 ber„ x 
c 3 = b e i „ a - j b e r „ a — 
a 1 oc 
1 — p l - , . , n2 bei„ a 
c4 = ber„ a I b e i ; a — 
x 
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(53) 
12. ábra. Negyedpontjában P koncentrált erővel terhelt, rugalmas ágyazású körlemez érintő-
irányú nyomatékainak ábrái 
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13. ábra. N e g y e d p o n t j á b a n P koncentrá l t erővel terhel t , r u g a l m a s ágyazású kör lemez csavaró 
n y o m a t é k a i n a k (Mr(p) ábrá i 
14. ábra. Pereme men tén egyenletesen megoszló szakaszos vonalerőkkel t e rhe l t , rugalmas 
ágyazású kör a lakú lemez 
3 Műszaki Tudomány 60, 1980 
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7. Befejezés 
D o l g o z a t u n k b a n per iodikusan t e rhe l t r uga lmas ágyazású kör lemezek szá-
mí t á sáva l fog la lkoz tunk . E r e d m é n y e i n k segítségével lehetőség nyí l ik nyoma-
téki ha tás fe lü le tek megszerkesztésére is, ami azzal az előnnyel j á r , hogy alkal-
m a z á s u k k a l bá rmi lyen terhelés h a t á s á t f igyelembe t u d j u k venni . Képle te ink 
á l ta lános é rvényűek , a m i azt je len t i , hogy n = 0- t behe lye t tes í tve a körszim-
m e t r i k u s a n , n = 1 ese tében pedig az a n t i m e t r i k u s a n terhel t r uga lmas ágyazású 
kör lemezt kap juk . 
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Az n-ed rendű Thomson-függvények sorai 
bei;" x = - ^ i f L + ber; * + 
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ker„ * = bei„ x — In y ber„ л: + 
I " Í (—1)"+P(n — p —1)1 f x y P n + 2p 
1 1
 cos л -(-
2 . ^ ( l) p(   )  ( x y 
+
 2 z Z p ! Ы 
,
 1
 [л , 1 , 1 , , 1 , , , 1 , 1 , , 1 j 
p= 0 
(-!)"+> ( f ) n+ap re + 2p 
p ! ( r e + p ) ! 0 0 8 4 
, / 71 s -, Л Vх , f ber„x keró х = - beió x — In -t—- ber„ x — 4 " 2 — " ж 
- 1 1 ! í i W - Л - ! Г, 4- 9n 
Я + 
, J_ " - Í ( - l ) " + P ( 2 p - r e ) ( r e - p - 1)! (xyP-"-1 n + 2p 
4
 Д b J 
(~1)"+P(re + 2p) 1 x W " 2 re+2p 
X
 p ! (n + p) ! ItJ « » 4 я ' 
keró x n2 ker„ x 
keró x — —kei„ x 
кет'п x =
 X
 keió x + ^ keró x ker„ x . 
In y = 0,577 215 664 901 532 860 607 
(Euler—Mascheroni féle szám). 
kei„ x = — ~ г Ь е г п * — ki - ^ г bein * + 
+ (—L)N+P(N—P—1) !
 S I N ГА + 2Р Я + 
p=0 
(—1)п+р+1 ( x \ " + 2 P . n + 2p 
X
 p ! (n—p)! [ t ) 8 l n — r ^ ' 
, ./ 51 1 / , Ух , ./ bein x 
kei,, x = 7" ber„ x — In -5- beinx 1-
4 2 x 
1 " i l ( 1)"+P (2p — n) (n — p - 1) ! f x f 'P -n- i n + 2p _ , 
+ p ! Ы 9 m — 4 Я + p=о 
p=0 
(—1)"+P+1 PxW+äP- 1 . n + 2p 
X , [ у ] « ш - V 1 * . p ! ( n + p ) I V 2 ) 4 
, .// , keió x , n2 kein x kei„ x = ker„ x 1 ; 
, .... ker„x , , 2 + re2 , ., Зге2 , . 
kein x = h ker„ x H r — kei„ x — kei„ x . 
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Az n-ed rendű Thomson-függvények közelítő értékei 
lim f ( x ) Um /(*) 
ехр(ж//2)
 c o g 
У1УГХ C0S \ У 2 
71 Till 
1Г ~2~ 





( X л пл\ 
(Г ( X л пл 
" 7 5 J c o ä + ^ + 
kei„ к 
ber^ X 
Л I X ) . I X , л пл 
_ e x p l _ _ j 8 1 n ! _ + _ + _ _ 
exp(*//2) 




g kei« ж 
Ix л пл 
УШ
 C 0 s ( w + i r + i r 
ехр(ж/^2) . ( х , л пл 
— -sin + 
У 2З 
I X  ral 
i W "в" Ч 
Л ( Ж Í IX л пл\ 
_ e x p ( _ _ j c o S ( _ - - + _ j 
л [ X \ . I X Л
 1 пл\ 
- е х р ( - — j s t n
 + 
(—1)" Г( X пл 
Â Ï 
п + 2 
( -1 )" , „ ч . Г n í M - " пп (хУ~п п + 2 ] 
_ _ _ ( „ _ 2) ! l ( n - l ) ^ T j c o s - « > . — j — я ] 
( - 1 ) " ( — D l [(О - 1) ( £ ) - " Sin - ( » у - " sin * + L , ] 




\ п - 1 лл n + 2 ra + 2 1 
Г г Ы " » - j - " ] 
(—IV1 Г f i i » - 1 . пл n + 2 (x\«+1 . n + 2 1 
~2ПГ~ Г Ы SM Í R - Y+T [Y J sin n \ 
( - 1 ) " 
4 
( - 1 ) " (п — 2) ! [n(n - 1) ( - 0 
п л
 I " + 2 1 
1
-ч . п + 2 
sin -. л ] 
со 
у 
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Thomson-függvények közelítő értékei 









X 2 1 1 
2 / 2 2 / 2 2 / 2 2 / 2 
2 é l :-fr - é HH 
2 




1 ( x У 1 ( 1 I * V 1 f x у 
3 ! / 2 1 2 J 3! /2 l 2 J 2 - 2 ! / 2 2 j 2-2!/2 1 2 J 
4 
4 1 é r " é 
X 4 6 1
 f x У 3 f x 
_
ТГ1~2 2-3! V 2 J 
5 1 Í X Y 1 í * 
• r 
1 f x у 1 If)' 5 ! / 2 К 2 ) 5! / 2 ь 2-4 ! / 2 ( 2 í 2-4! / 2 
6 1 
7! 4 r é(" x у 2 J 4 f * т г п 1 / X 2-5! ( 2 
7 1 í 1 (é 1 (f)' 1 f x у 7! / 2 l 2 J 7! /2 2-6! / 2 2-6!/2 V 
8 é l Л-)" é(" x у» 2 J 1 f x 2-7! [ 2 1 
9 1 ( x Л9 1 í * r 1 f 
1
 r Ï у 




10! í *1 
10 6 f x 
r 
1
 r x у 
11 ! l 2 J 11! 1 2 2-9! ( 2 J 
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X igen kicsi argumentumaira 
ker„ * kei„ * ker'„* 
yx 




X 2 2 
1 1 1 1 
X / 2 X /2 X * / 2 x 2 / 2 
1 
2 
т Н Г 
л 
— Ï T * 
- - Н - т - Г 
— í — Г 
/ 2 1 2 J / 2 1 2 J 
3
 f . r  
2 / 2 1 2 ) 
3 ( « Y -
2 / 2 1 2 J 
- w ( т Г - ( • f Г - ( - Я * 
4 С X Ч"5  
2 / 2 1 2 i 
4 ! I X Y* 
2 / 2 1 2 J 
5! Г X 
4 / 2 1 2 J 
5! Г X "j-8 
4 / 2 1 2 J 
4! Г X у* 
2 1 2 J 
5! Г X Á-6 
2 I 2 J • ' ( • f r 
6! f X Y7 
4 { 2 J 
6! ( x W 
2 / 2 1 2 J 
6
 f x r 
2 / 2 I 2 J 
7! Г X -j-8  
4 / 2 1 2 ' 
7! f X Y* 
4 / 2 l 2 J 
7! f X y * 
2 1 2 j 
6 ! Г X V* 
2 1 2 J 
81 f X Y" 
4 I 2 J 
3-6! f X Y7 
2 l 2 J 
8! f x 4-» 
2 / 2 1 2 j 
8! Г X А-» 
2 / 2 1 2 J 
9! f x j-10  
4 /2 1 2 J 
9! Г X À-10 
4 / 2 l 2 J 
8 ! ( X у» 
2 I 2 J 
9! j- X 4-10 
2 I 2 J 
- » ' ( f ) -
10! f X Y u 
4 [ 2 J 
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Összefüggések magasabb és alacsonyabb rendű Thomson-függvények között 
níl 
X 
- (ber„ x — bei„ x) — ber„_j x , 
beró+1 x = ]=- (ber„ ж + bei„ ж) — " 1 ber„+i ж . 
у 2 n 
bein + 1 ж = П ^ (bern ж + bei„ ж) — b e i ^ ж , 
bein+i x = —(bern ж — bei„ ж) — ••" ^ 1 bein + 1 ж , 
П
 ^ (kern ж — kei„ ж) — kern_ t ж , 
ker^+1 ж = ]=- (ker„ ж + kei„ ж) — " 1 kern + l ж , 
У 2 x 
kei„+1 x = —— (ker„ ж + kei„ ж) — kein_, ж , 
ж 
kei^+ 1 ж = - y = - (ker„ ж — kei„ ж) — " 1 kei„+1 ж . 
Circular Plates on Elastic Foundation Submitted to Periodic Load. — Thin isotropic cir-
cular plates of constant thickness on an elastic Foundation, submitted to periodic load, are 
dealt with. The theory presented permits to analytically determine the deformations and 
stresses induced by such loads, applied along a circular arc, whose Fourier-series is familiar. 
Elastisch gebettete Kreisplatten mit periodischer Belastung. — Behandelt wer-
den periodisch belastete elastisch gebettete, dünne, isotrope Kreisplatten konstanter Dicke. 
Mit Hilfe der vorgeführten Theorie können alle Verformungen und Beanspruchungen ermittelt 
werden, die durch eines Kreisbogens entlang angewandten Belastungen hervorgerufen worden 
sind, deren Fouriersche Reihe bekannt ist. 




K E R É N Y I DÉNES* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK K A N D I D Á T U S A 
[Beérkezett: 1981. január 2-án] 
Bevezetés 
A nagy te l j e s í tményű vi l lamosgépek (elsősorban a nagy t r ansz fo rmá to rok ) 
te rvezésekor fontos f e l ada t a f é m szerkezeti r é szekben szórt mágneses f luxus 
h a t á s á r a keletkező ö rvényáramvesz teségek megha tá rozása . E z e k n e k a veszte-
ségeknek a „ p o n t o s " számí tására csak a n u m e r i k u s számítógépes módszerek 
a d n a k lehetőséget [pl. 1, 2]. G y a k o r l a t i számítások végzésekor a z o n b a n a való-
ságos f iz ikai képet — a mágneses pe rmeab i l i t á snak a térerősségtől va ló függését, 
a szerkezet i részek h á r o m dimenziós vo l t á t és p o n t o s a lak já t , az ö rvényá ramok 
v i s szaha t á sá t — még a numer ikus e l já rások is csak k i sebb-nagyobb elhanyago-
lásokkal t u d j á k f igye lembe venni [pl . 3]. Egyszerű alakú fémrészek (téglalap 
keresz tmetsze tű veze tő sínek, t ég l a t e s t ek , lemezek) örvényáramveszteségei t 
ana l i t ikus módszerrel is s z á m í t h a t j u k . Az így k a p o t t formulák egyrész t gyor-
sabbá , könnyebbé tesz ik a veszteségek megha tá rozásá t , másrész t fe l t á r ják a 
je lenséget befolyásoló tényezők szerepé t [pl. 4, 5] . 
E b b e n a do lgoza tban tég la lap a lakú lemezek örvényáramveszteségeinek 
közel í tő számí tására szolgáló ana l i t i kus eljárást m u t a t u n k be. A számí tásban 
a lemezre merőleges i r ányú mágneses térerősséget vesszük a d o t t n a k , de ezt a 
mezőt n e m a lemez fe lü le tén t e k i n t j ü k rögzí te t tnek , h a n e m egy tő l e a d o t t távol-
ságban levő, vele p á r h u z a m o s és ve le azonos m é r e t ű síklapon. A térerősség a 
tég la lap egyik oldalával pá rhuzamos egyenes m e n t é n tetszőlegesen vá l tozha t ik , 
a lemez szélén a z o n b a n zérus é r t é k ű , a téglalap m á s i k oldalával pá rhuzamos 
egyenes men tén pedig ál landó. A té rerősség időben szinuszosan vá l t oz ik . 
A lemezek a v i l lamosgépeknek gyakori szerkeze t i elemei, ö rvényá ram-
veszteségük számí tásáva l több cikk foglalkozik [pl . 1, 6, 7]. Módszerünke t az 
i rodalomból ismert e l járásoktól e lsősorban az a lábbi t u l a jdonsága i különbözte-
t ik m e g : 
a) A módszer f igye lembe veszi az ö r v é n y á r a m o k n a k a l emez vastagsági 
mére t e m e n t é n való megoszlását , így véges vastagságú lemezek számí tására 
a lka lmas . (Az [1] a l a t t i numer ikus e l járássa l pl. csak vékony, egy áramréteggel 
he lye t t e s í the tő lemezek számí tha tók) . 
* Dr. Kerényi Dénes, Ganz Villamossági Művek (1024 Budapest II., Lövőház utca 39.). 
1* Műszaki Tudomány 60, 1980 
42 K E R É N Y I DÉNES 
b) A mágneses térerősség értékét a lemeztől adot t távolságban levő, a le-
mezzel párhuzamos sík mentén lehet rögzíteni, így a valóságos viszonyokat job-
ban tudjuk leképezni. Ez újdonság az eddig ismert és a gyakorlatban használt 
eljárásokkal szemben (a [6] -ban és [7]-ben ismertetett módszer a térerősséget 
a lemez felületén rögzíti). 
A lemez veszteségét a Maxwell egyenletekből kiindulva, de több közelítő 
feltételt bevezetve határozzuk meg. A módszer pontossága azon múlik, meny-
nyire teljesülnek ezek a közelítő feltételek a valóságban. Ha a számítás alapjául 
szolgáló fizikai kép a valóságos képnek nagyjából megfelel , akkor a számított 
veszteségek a gyakorlati igényeket kielégítő pontossággal közelítik m e g a való-
ságos — mért — veszteségeket. 
Analitikus módszerünk — megfelelő korrekcióval — koncentrikus teker-
csek szórt terében levő lemezek veszteségének számítására is használható. Erre 
a célra való alkalmazhatóságát úgy vizsgáljuk meg, h o g y az analitikus számítás 
eredményeit egy kevesebb elhanyagolással élő, ezért pontosabb numerikus el-
járás eredményeivel hasonlítjuk össze. Az összehasonlítás a lemezen belüli tér-
erősség-, örvényáramsűrűség- és veszteségmegoszlás tanulmányozását is lehe-
tővé teszi . 
1. A módszer ismertetése 
Az 1. ábra szerinti lemez örvényáramveszteségeinek számítását a 2. ábrán 
látható háromréteges síkmodell számítására vezetjük vissza. Feltételezzük, hogy 
az első réteg szélén, a z = 0 egyenes mentén a térerősség x függvényében perio-
dikusan, a 
Hzо = H m Jb bk s in kccx eJ°" ( 1 ) 
k=l 
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Z 
r r V3—00 (3. réteg) 
lllllllllllllllllllllllllllllllllllllll 3 > j = v (2. réteg) 
V, (1. réteg) 
x 
Hz0= Hn Ï bk sin k a x . e ' " 1 
a = - я / г 
2. ábra. A számítás alapjául szolgáló háromréteges s íkmodel l 
összefüggés szerint vál tozik, ahol x = я /г a t é rbe l i vál takozás a l a p h a r m o n i k u -
k u s á n a k , со = 2 тг/pedig az időbeli (szinuszos) vá l t akozásnak a kö r f r ekvenc i á j a 
( r [m] a vizsgálni k íván t lemez x i r á n y ú m é r e t e , / [ l / s ] pedig az időbe l i vá l takozás 
f r ekvenc iá j a ) . A bk Four ier e g y ü t t h a t ó k a t úgy kel l m e g v á l a s z t a n u n k , hogy az 
r szakasz fö lö t t a k íván t térerősségmegoszlást k a p j u k . Az első és a második ré teg 
véges vas tagságú — vas tagságuk Uj[m], ill. v 2 [m] — » a h a r m a d i k ré teget azon-
ban igen n a g y vas tagságúnak fe l té te lezzük (t>3 —»• oo). A három r é t e g x i r ányban 
és a 2. á b r a s ík j á ra merőleges у i r á n y b a n végte len ki ter jedésű, ez u t ó b b i i rány-
ban a térerősség t é rben nem vá l toz ik . 
A t o v á b b i a k b a n m e g h a t á r o z z u k a végte len k i te r jedésű ré tegeknek x 
i r á n y b a n r hosszúságú (vagyis a térerősséggörbe egy térbeli f é lper iódusa aláeső), 
у i r á n y b a n pedig egységnyi hosszú d a r a b j á b a n kele tkező ö rvényáramvesz tesé -
ge t . Ebbő l az у i r á n y b a n véges s hosszúságú lemez veszteségét egy korább i m u n -
k á b a n [5] megá l l ap í to t t t ényezővel va ló szorzással számí t juk . A középső réteg-
nek r x s m é r e t ű szakaszában ke le tkező veszteséget t e k i n t j ü k az 1. ábra sze-
r in t i lemez veszteségeinek. E z e n k í v ü l még az a l á b b i közelí tésekkel é lünk: 
a) Fö l té te lezzük , hogy az első ré teg szélén a z = 0 s íkban f ö l v e t t és az (1) 
összefüggéssel je l lemzet t térerősséget a lemezben keletkező ö r v é n y á r a m o k nem 
befo lyáso l ják . 
b) A számí tás egyszerűsítése cél jából fö l té te lezzük, hogy a z i r ányú (a le-
mezre merőleges) térerősség h a r m o n i k u s összetevőinek csupán az ampl i t údó ja 
vá l toz ik m e g z függvényében , hul lámhossza és fázishelyzete a z o n b a n nem. 
E z a közelí tés vx <[ 0,25 r esetében minden t o v á b b i nélkül m e g t e h e t ő , amint az 
a 3.2 p o n t b ó l is k i tűn ik . 
c) Vaslemezek permeab i l i t á sá t á l landónak (térerősségtől függet lennek) 
t e k i n t j ü k . 
d) Vaslemezek hiszterézis veszteségét e lhanyagol juk . Ez az e lhanyagolás 
v a s t a g l e m e z e k esetén jogos [6]. (Megjegyezzük, h o g y a legjobb minőségű , hide-
gen hengerel t t r ansz fo rmátor lemez veszteségének k b . felét teszi k i a hiszterézis 
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veszteség. A vastagság növekedésével a z o n b a n ez a h á n y a d rohamosan csök-
ken.) 
Számí t á sunkban a kváz i s tac ionár ius terekre é rvényes Maxwell egyenle-
tekből i ndu lunk ki: 
VH = (2) 
dt 
div H = 0 , (3) 
rot H = y E . (4) 
I t t H [ A / m ] a m á g n e s e s térerősségnek, E[V/m] ped ig a vi l lamos térerős-
ségnek a vek to ra , ^ [ H / m ] a mágneses permeabi l i t ás , y [ S / m ] a vi l lamos vezető-
képesség. E s e t ü n k b e n H - n a k csak я és z i r ányú össze tevő je van (Hy = 0), és у 
i r ányban H nem vá l toz ik ЭН/dy = 0). E b b ő l köve tkez ik , hogy az á ramsűrűség-
nek v i szont — végtelen hosszú lemezben — csak у i r á n y ú összetevője létezik 
(ix = i z = 0). A s z á m í t á s b a n fö l té te lezzük, hogy m i n d h á r o m ré t egnek véges 
vil lamos vezetőképessége v a n . 
K ö n n y e n el lenőrizhető, hogy a (2) és (3) d i f ferenciá legyenleteket — köze-
lítő fe l té te le ink f igyelembevételével — mindhá rom r é t e g r e kielégíti a 




Hxl = Hm j? • gík(z) • e>< (6) 
fk(x) = bk sin kxx , (7) 
glk(z) = ClkleP**+Cme-™, (8) 
pfk = (kx)2 +j(og,y,, (9) 
és az l i n d e x a szóban f o r g ó réteg s z á m á r a uta l (l — 1, 2 , 3). Az á ramsűrűsége t 
a (4) d i f ferenciá legyenle tből kap juk (5) és (6) fö lhasználásával : 
iyi = jco/л, y, Hm 2 • «/*(*) • ejmt • (10) 
k=i (kccf 
Az (я, z) k o o r d i n á t á k k a l je l lemzet t , az у i r ányban egységnyi hosszúságú elemi 
hasáb vesztesége a 
dPl(x,z) = — — \iyl(x,z)\*dx-dz (11) 
2 yt 
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összefüggésből számí tha tó . (Az 1/2 szorzó azér t szerepel a kép le tben , mivel iyl 
(x, z) az á r am csúcsértéke.) Az x i r ányban r m é r e t ű , y i r ányban pedig egységnyi 
hosszú l emezdarabok veszteségét ebből in tegrálással k a p j u k : 
1 1 
Ух 
1 1 rvl + V, rr 
Pl = — — Г Г I i y i ( x , Z)I» dx dz, (12) 
2 Jo Jo 
(13) 
i 
P2 = — \iy2(x, z)\2 dx dz , 
2 y2 JVl Jo 
P3 = ^r — Г Г \iy3(x,z)\*dxdz. 
2 Уз Jo, + о, J о 
(14) 
v,  i 
Az V i r ányban véges s hosszúságú lemez vesztesége közelítően egy 
ks = s 1 (15) 
(r/sf+1 1 
tényezővel való szorzással adódik [5], t e h á t 
P s , = P , K (16) 
A C l k l és C l k 2 á l landókat a ha tá r fe l t é te lekből ha tá rozzuk meg. 
e j Н а г = 0 , akkor Hzl = Hz0, azaz (1), (5), (7) és (8) a l a p j á n 
Cm + Clk2 = 1. (17) 
b) Ha z — oo, akkor Hz3 — 0, t e h á t (5)-ből, (7)-ből és (8)-ból 
Cjäi = 0 . (18) 
c) A r é t egha tá rokon a z i r ányú indukció és az x i rányú térerősség nem vál-
tozik. így az 1. és 2. réteg h a t á r á n , azaz a z = v1 helyen 
Mi Н
л
 — p2 Hz2, 
és 
Hxl = Hx2, 
vagyis (5)-ből, (6)-ból és (8)-ból 
Mi ( С
ш
 ел*". + CLK2e- P>* "•) = ( С ш « л » - + C2K2 E~ P**) , (19) 
és 
Pi ( С ш e*» - Cm e - />.* "•) = p2 (C2kl e » - - C2k2 e " й*"•) . (20) 
A 2. és 3. ré teg ha t á rán , azaz a z - vk -f- v2 helyen pedig 
Мг Hz2 ~ Мз Hz3 
es 
•"x2 — kl хЗ 1 
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vagyis 
ft(CM + + C2,2 + = p 3 C 3 k 2 « -**"•+*>) , (21) 
és 
p2(C.meP'^ + »-) -Cme-P*b» + »-)) = — p3 C3k2 e-P-CN + Л). (22) 
A (17) és (19) — (22) egyenletből álló ö t i smeret lenes egyenle t rendszer t 
megoldva а С
ш
, C U 2 , C 2 k l , C2Ä2 és C3k2 á l landó m e g h a t á r o z h a t ó . 
Az eddigi összefüggések á l ta lános há rom réteges elrendezésre v o n a t k o z -
nak , bá rme ly ik ré tegnek lehet véges vi l lamos vezetőképessége. Ha csak a máso-
dik ré teg fém, és a l a t t a m e g fölöt te levegőt , vagy más , vi l lamosan n e m veze tő 
közeget fö l té te lezünk, a k k o r te rmészetesen csak a középső ré tegben kele tkezik 
veszteség, és ezt a 
1 1 1 rVx + V, rr 
Р
л
= ± Л -
а
— — — [ { i ^ z ^ d x d z (23) 
2 Yi ( r / s ) + 1 Jv i J o 
összefüggés a lap ján s z á m í t h a t j u k . 
H a a térerősség a lemez fe lüle tén t é r b e n egyszerű szinuszos összefüggés 
szerint vá l toz ik (t>j = 0), vagyis ha 
H^ = Hm sin ax • e><, (24) 
akkor
 P s 2 = y z / 2 ( [ i i H m ) 2 r3 s 1 K . V i , ( 25) 
( r/s) + 1 
ahol a kv t ényező é r t é k é t a l emezvas tagság (v2) és a lemezre jellemző beha to lás i 
mélység (á = 1/Ул/у2/м2) h á n y a d o s á n a k függvényében a 3. ábra t ü n t e t i föl . 
A kv v2 szorzat a lemez egyenértékű vastagságának t e k i n t h e t ő . 
Bármi lyen is a t é rbe l i térerősségmegoszlás, a (23) képlet mind ig a (25) 
szerint i a lakra h o z h a t ó , csupán a (25)-hen szereplő Hm térerősséget kell meg-
d = i/VWM7 
ve = kv .v 
0 1 2 3 L 5 v/c/ 
3. ábra. A lemez egyenértékű vastagságának meghatározására szolgáló fc-tényező 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
A N A L I T I K U S MÓDSZER LEMEZEK ÖRVÉNYÁRAMV ESZTESÉGÉNEK SZÁMÍTÁSÁRA 4 7 
szorozni egy, a térerősségmegoszlástól függő kH tényezővel. I l y módon a vesz-
teségekre m i n d e n esetben fö l í rha tó a 
Ps2 = У2/2 (<"2 кн Hm)2 r3 s 1 kt v2 
(r/s)2 + 1 
összefüggés, ame lybő l a je lenséget befolyásoló tényezők szerepe azonnal meg-
á l l ap í tha tó . 
Korább i kísér letek a lka lmáva l [8, 9] egy 2 r = 0,8 m, s = 0,46 m és v2 = 
= 0,01 m m é r e t ű vaslemezt a fe lüle tére merőleges i r á n y ú , / = 50 Hz-cel v á l t a -
kozó té rbe he lyez tünk . A lemez hosszabbik oldala (az x t enge ly ) men tén az 
indukció — a fe lü le t re helyezet t mér tő tekercsekke l mérve — a 4. ábra szer int 
oszlot t meg. A röv idebb oldal m e n t é n (az y tengely i r á n y á b a n ) az indukc ió 
gyakor la t i lag á l l andó volt. A lemezben mérés szer in t 2825 W ö rvényá ramvesz -
teség ke le tkeze t t . 
A lemez veszteségét az 1. p o n t szerinti számí tás i módszerre l is m e g h a t á -
r o z t u k . A lemez felületén a térerősségmegoszlás t azonosnak fö l té te lez tük a 4 . 
á b r a indukciógörbé jének megfelelő térerősségmegoszlással (г
х
 = 0). A számítás-
b a n a lemez re la t ív mágneses pe rmeab i l i t á sá t pir = 50-re, v i l lamos vezetőképes-
2. A mér t és s zámí to t t veszteség összehasonlí tása 
В [Ti 
- 0 , 0 5 -
-0,10 -
0,10 -
0 , 0 5 -
0 x 
r r 
4. ábra. A felületre merőleges indukció megoszlása a kísérleti lemez felületén [8] 
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ségét pedig y = 7 • 106 S /m- re ve t tük , r = 0,4 m hosszú, t e h á t a mért l emez felét 
ki tevő l emezda rabban a (23) összefüggés szer in t számolva 1440 W ö r v é n y á r a m -
veszteség a d ó d o t t , így a t e l j es lemezre 2880 W-ot k a p t u n k , ami meglepően jó 
eredmény. 
p r é r t éké t t a p a s z t a l a t a lap ján v e t t ü k föl 50-re. Becslésünk helyességét az 
5. ábrán el lenőriztük. E z e n az ábrán a lemezzel p á r h u z a m o s irányú, a (6) össze-
függésből s zámí tha tó ffx fe lü le t i térerősség abszolút é r t é k é t t ü n t e t t ü k föl x függ-
vényében. ( I lyen f e l a d a t o k b a n Hx á l t a l á b a n egy-két nagyságrenddel n a g y o b b 
ff.-nél, ezér t p r s z e m p o n t j á b ó l H x é r téke döntő . ) A k ísér le tekben haszná l t vas-
lemez re la t ív pe rmeab i l i t á sa (pr) és a té rerősség (H) k ö z ö t t az egyená rammal 
fölvet t mágnesezési görbe a lap ján a 
pr = 2\H\, ( Я < 450 A/m) 
és i l0?!M 
pr = 955 1,0014 - e m \ ( f f > 450A/m) 
kapcsolat áll fenn. E b b ő l minden egyes H x ér tékhez megha t á rozha tó egy p r rela-
t ív permeabi l i tás , és így a pr(x) görbe is fö l ra jzo lha tó . Az 5. ábrából l á t h a t ó , 
hogy a s zámí t á sban h a s z n á l t p r = 50 é r t é k az egész lemezre vonatkozó közepes 
ér téknek t ek in the tő , becs lésünk tehá t he lyes volt . Számí tá sokban mind ig ^ - n e k 
a t apasz t a l a t a l ap ján becsü l t értékéből kel l ki indulni , és ezt az ér téket az ado t t 
esetre fö l ra jzo l t pr(x) görbével kell ellenőrizni, ffx csökkenésével pr j e l en tősen 
növekedhe t ik , pl. egy más ik számí tásban , amikor ffx m a x i m u m á r a 6000 A/m 
adódot t , p r = 500 fe lvéte le bizonyult he lyesnek. 
5. ábra. A lemezzel párhuzamos irányú felületi térerősség abszolút értéke és a hozzá tartozó 
relatív permeabilitás a lemez felületén 
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fi r fölvétele a számított veszteséget je lentősen befolyásolja. Ese tünkben 
/ir = 100-zal számolva a 2 r hosszúságú lemez veszteségeire 1940 W-ot , цг = 
= 500-zal pedig 624 W-ot k a p t u n k . Lényegesen kisebb szerepet já tsz ik a per-
meabi l i tás értéke akkor , ha a térerősséget a lemeztől messze rögz í t jük , vagyis 
ha vl nagy . v1 = 0,5 m esetén pl . а цг = 50-nel számítot t vesz teség csak k b . 
30%-ka l különbözik а [г
г
 — 500-zal számítot tól . Megjegyezzük m é g , hogy pon-
tos számításban /í r-nek a helytől va ló függését is figyelembe kellene venni , 
közel í tő számí tásunkban azonban ál landó permeabili tással számolunk . 
6. ábra. Vasmagos, koncentrikus tekercsek mágneses terében levő l emez 
4* Műszaki Tudomány 60, 1980 
3. Koncentr ikus t ekercsek szórt t e rében levő lemezek 
A 6. ábra ké t koncentr ikus, vasmagos tekercs szórt t e rének vázlatos r a j -
zát t ü n t e t i föl. A tekercsek mel le t t , tengelyükkel párhuzamosan fémlemez he-
lyezkedik el, ebben a szórt f luxus ö rvényá ramoka t kelt . Az örvényáramvesz te-
lemez 
tekercsek 
50 k e r é n y i d é n e s 
séget m ó d s z e r ü n k k e l a k k o r t u d j u k m e g h a t á r o z n i , h a i s m e r j ü k a szórás i induk-
ció, ill. t é re rősség s u g á r i r á n y ú össze t evő jének a k ü l s ő t e k e r c s külső széle men t i 
megosz l á sá t , t ehá t az (1) összefüggés szer in t i Н
г0(х, t) f ü g g v é n y t . Vizsgá l juk 
meg, h o g y az ily m ó d o n — vagyis c s a k a tekercs széle men t i , s u g á r i r á n y ú tér-
erősségmegoszlásból k i i n d u l v a — s z á m í t o t t t é re rősség , á r a m és vesz te ség meny-
n y i b e n kü lönböz ik a v a l ó s á g o s , te l jes f l u x u s k é p e t a l a p u l vevő, v a g y i s a teker-
csek ger jesz téséből k i i n d u l ó n u m e r i k u s számí tás e r e d m é n y é t ő l , a m i t a továb-
b i a k b a n v i szonyí tás i a l a p n a k t e k i n t ü n k . 
V á r h a t ó , hogy a k é t számí tás i e l j á r á s k i indulás i fe l té te le i k ö z ö t t i kü lönb-
ség a l e m e z felületén és be l se j ében k i a l a k u l ó f l u x u s k é p b e n is k ü l ö n b s é g e t okoz. 
H a a z o n b a n az a n a l i t i k u s módszer m i n ő s é g i s z e m p o n t b ó l helyes k é p e t a d , akkor 
az így s z á m í t o t t v e s z t e s é g megfelelő kor rekc iós t é n y e z ő v e l egysze rűen helyes-
b í t h e t ő . 
A s z á m í t á s t m i n d k é t módszer re l a 6. ábra s z e r i n t i e l rendezésű, 10 m m és 
16 m m v a s t a g a l u m í n i u m l e m e z r e (y = 33-10® S / m , /х = 1 ,256-10~ 6 H / m ) és 
10 m m v a s t a g v a s l e m e z r e (y = 7 -10 b S / m , p = 1 0 0 - 1 , 2 5 6 • 1 0 - 6 H / m ) végez-
7. ábra. A térerősség sugárirányú összetevőjének változása a tekercs szélének vonalában: 
a) lemez nélkül (örvényárammentes esetben); b) a tekercstől 0,1 m-re helyezett alumínium 
lemez esetében 
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t ü k el. A l emezek 4,4 m h o s s z ú a k vo l t ak (2 r 4,4 m). A t e k e r c s e k külső széle 
és a lemez k ö z ö t t i t á v o l s á g o t ( r 4 ) 0,1 m-es l épcsőkben 0,1 m - t ő l 0,5 m-ig v á l t o z -
t a t t u k . A n u m e r i k u s s z á m í t á s o k a t egy k o r á b b a n k i d o l g o z o t t , s í k p r o b l é m á r a 
v i s s z a v e z e t h e t ő e l rendezések s z á m í t á s á r a a l k a l m a s k v á z i s t a c i o n e r m á g n e s t é r 
s z á m í t ó p r o g r a m m a l v é g e z t ü k [10]. 
A p r o g r a m a k ö v e t k e z ő m e g k ö t é s e k e t t e sz i : 
a ) Mind a mágneses p e r m e a b i l i t á s , m i n d pedig a f a j l a g o s veze tőképesség 
i zo t rop ( i r á n y t ó l függe t l en ) a n y a g j e l l e m z ő . N e m függnek a z a n y a g j e l l e m z ő k a 
t é r j e l l e m z ő k t ő l (a mágneses indukc ió tó l és a vi l lamos t é r e rős ség tő l ) sem. 
b) A t é r j e l l emzők i d ő b e n szinuszosan v á l t a k o z n a k . 
c ) Mivel a p rog ram s í k p r o b l é m á k a t s z á m o l , ezért á r a m a Desca r t e s -koo r -
d i n á t á k k a l j e l l emze t t t é r n e k c sak egyik i r á n y á b a n f o l y i k . M i n d az á r a m o k , 
m i n d a geomet r i a i e l rendezés , m i n d pedig az a n y a g j e l l e m z ő k e t t ő l a k o o r d i n á -
t á t ó l f ü g g e t l e n e k . 
3.1. Az örvényáramok visszahatása a tekercs széle menti sugárirányú indukció-
megoszlásra 
O r v é n y á r a m m e n t e s e s e t b e n , vagyis l e m e z nélkül , a t é r e r ő s s é g s u g á r i r á n y ú 
össze tevő je a t eke r c s széle m e n t é n a 7. á b r a a) görbéje s z e r i n t vá l toz ik . E z t az 
i ndukc iómegosz l á s t a t eke r c s mel lé he lyeze t t vas lemez a v i z s g á l t t a r t o m á n y b a n 
— 0,1 m és 0,5 m közö t t i l e m e z t á v o l s á g e s e t é b e n — g y a k o r l a t i l a g nem b e f o l y á -
sol ja . A görbe a l a k j á t a l u m í n i u m l e m e z j e l e n l é t e is csak k e v é s s é t o r z í t j a , a m p l i -
t ú d ó j á t a z o n b a n j e l en tősen c s ö k k e n t h e t i ( l ásd a 7. ábra b ) g ö r b é j é t ) . ( I t t és a 
t o v á b b i a k b a n a l u m í n i u m l e m e z e n a 10 m m v a s t a g lemezt é r t j ü k . A 1 6 m m - e s 
l emezre v o n a t k o z ó s z á m í t á s o k e r edménye i minőségi s z e m p o n t b ó l alig k ü l ö n -
b ö z t e k a 10 m m - e s lemez e r edménye i tő l ) . A z a m p l i t ú d ó c s ö k k e n é s n a g y s á g a a 
8 . á b r á b ó l o l v a s h a t ó le, a m e l y e n a tekercs szé lén megje lenő t é r e rő s ség m a x i m u -
m á n a k ( Н
т а х
- n a k ) az ideál is ( o r v é n y á r a m m e n t e s , ill. l e m e z nélküli) e s e t b e n 
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8. ábra. A tekercs szélén örvényáramos esetben fellépő maximális sugárirányú térerősség (Hmax) 
viszonya az orvényárammentes esetben kialakuló maximumhoz ( f / m a x i - h e z képest) 
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lemez távolságáDiak f ü g g v é n y é b e n . Az ábra görbéi arra is v á l a s z t adnak, m i lyen 
m é r t é k b e n t e l j e sü l a k i indulás i térerősség ( H z 0 ) á l l andóságára vona tkozóan az 
ana l i t ikus módsze r levezetése so rán az 1. p o n t b a n t e t t a) f e l té te l . 
Az a lumín ium és a v a s l e m e z különböző viselkedése a mágneses pe rmeab i -
l i t á suk közö t t i je lentős kü lönbségge l m a g y a r á z h a t ó . Az ö r v é n y áramok u g y a n i s 
m i n d k é t e se tben az őket l é t r e h o z ó f luxus el len ha tnak , t e h á t csökkentik a t e -
kercs szélén ura lkodó s u g á r i r á n y ú térerősséget . Vaslemez esetében a z o n b a n a 
mágneses ellenállású anyag a f l u x u s t m a g á b a szívja. 
3.2 A lemezre merőleges irányú térerősség 
Ha a t eke rc s széle m e n t é n mindkét számí tá sban a z o n o s sugár i rányú t é r -
erősségmegoszlást fö l t é t e l ezünk , akkor a l emez felületén az anal i t ikus m ó d s z e r 
nagyobb térerősséget ad, m i n t a numer ikus számítás, a térerősségmegoszlás i 
görbe a l ak j a azonban a k é t e s e t b e n alig különbözik e g y m á s t ó l . Ezt szemlél te t i 
a 9 . ábra, a m e l y pé ldaképpen a tekercstől 0 ,3 m-re e lhe lyeze t t vaslemez felüle-
t é n fellépő térerősség valós (a H 2 0 k i indulási térerősséggel f áz i sban levő H 2 r a és 
H2rn) és képze t e s (a H20 t é re rősséghez k é p e s t időben 90°-os fáziseltolású H2ía és 
H 2 i r í ) összetevőit t ün t e t i fö l . A z anal i t ikus módszerrel s z á m í t o t t mennyiségeke t 
i t t és a t o v á b b i a k b a n is a index-sze l , a n u m e r i k u s módszer re l s z á m í t o t t a k a t pe-
d ig n index-szel je löl tük. A l emez közepén a két e l járás t e l j e sen azonos ered-
m é n y t ad, a görbék a lemez szélén kü lönböznek nagyobb m é r t é k b e n . A 10. á b r a 
a 9. ábra szer in t i maximál i s térerősség h e l y é n (az x = 0 ,9 m helyen) m u t a t j a a 
9. ábra. A lemezre merőleges térerősség valós (r index) és képzetes (i index) összetevőjének vál-
tozása w1 = 0,3 m-re elhelyezett vaslemez felületén analitikus eljárással (a index) é s numerikus 
módszerrel (rí index) számítva 
Műszaki Tudomány 60, 1960 
ANALITIKUS MÓDSZER LEMEZEK ÖRVÉNYÁRAMV ESZTESÉGÉNEK SZÁMÍTÁSÁRA 5 3 
10. ábra. A lemezre merőleges térerősség összetevőinek változása a lemezTvastagsága'mentén, 
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11. ábra. A lemez felületén fellépő maximális sugárirányú térerősség analitikus módszerrel 
és numerikus eljárással számított értékének a hányadosa 
t é r e rős ség ös sze tevőknek a l e m e z e n belül i (a z i r á n y m e n t i megosz l á sá t ) . L á t -
h a t ó , h o g y az e g y m á s n a k megfe le lő görbék alig t é r n e k el e g y m á s t ó l . 
A 11. á b r á n az a n a l i t i k u s módsze r r e l s z á m í t o t t és a n u m e r i k u s e l j á rá s sa l 
m e g h a t á r o z o t t m a x i m á l i s t é r e rő s ség va lós össze tevőjének h á n y a d o s á t r a j z o l t u k 
föl a t e k e r c s és a lemez k ö z ö t t i t á v o l s á g f ü g g v é n y é b e n . 
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A fen t i eke t összefoglalva megá l l ap í t ha t j uk , hogy az 1. pon t b) fö l té te le 
a l a p j á n — vagy i s a z i rányú t é re rősségharmonikusok a lakhűségének feltételezé-
sével — s z á m í t o t t térerősség gö rbék minőségileg helyes k é p e t adnak , de a té r -
erősségek n a g y s á g a sem k ü l ö n b ö z i k je lentősen a k o n c e n t r i k u s tekercsek szórt 
t e r é t a valóságos f izikai k é p n e k megfelelően számí tó n u m e r i k u s számítás ered-
ményei tő l . 
3.3 A lemezzel párhuzamos irányú térerősség 
A lemezzel p á r h u z a m o s Hx térerősségnek az x t en g e ly m e n t i megoszlását 
a lemez fe lü le tén — p é l d a k é p p e n 0,5 m t ávo l ságban levő vas lemez esetére — a 
12. ábra t ü n t e t i föl. L á t h a t ó , h o g y a H z té rerősség m a x i m u m a helyén m i n d a 
va ló s (Hxra, Hxrn), mind p e d i g a képzetes (Hxia, Hxln) össze tevő előjelet vá l t . 
A kétféle módszer re l s z á m í t o t t görbék a lemez középső s z a k a s z á n hasonló mene-
t ű e k , a görbék jellegében c s a k a lemez szélein m u t a t k o z i k e l térés . A valós össze-
t e v ő n e k az ana l i t i kus módsze r r e l számí to t t m a x i m u m a a vizsgál t t a r t o m á n y -
b a n — azaz 0,1 m és 0,5 m lemez távo l ság k ö z ö t t — a lemez középső szákaszán 
a lumín ium ese tében 1,04 1,26-szorosa, v a s esetében ped ig 1,34 -f- 1,48-szoro-
12. ábra. A lemezzel párhuzamos térerősség összetevőinek változása = 0,5 m-re elhelyezett 
vaslemez felületén. (Az indexek jelentése ugyanaz, mint a 9. ábrában) 
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sa a n u m e r i k u s módsze r re l u g y a n e r r e a szakaszra s z á m í t o t t m a x i m u m n a k . 
A lemez szélső szakaszán m u t a t k o z ó m a x i m u m o k h á n y a d o s á r a a l u m í n i u m ese-
t é b e n 1 ,31 4 - 1,64, v a s ese tében p e d i g 2 ,06 4- 3,46 a d ó d o t t . A k é t k ü l ö n b ö z ő 
e l j á rássa l s z á m í t o t t k é p z e t e s össze tevők k ö z ö t t ennél is n a g y o b b a k ü l ö n b s é g , 
ez az ö s sze t evő a z o n b a n — a m i n t a z t a 12. á b r a is m u t a t j a , á l t a l á b a n j ó v a l ki-
sebb a v a l ó s össze tevőnél . 
A Hx ö s sze tevőnek a lemez v a s t a g s á g i mére t e (a z t e n g e l y ) m e n t é n va ló 
m e g o s z l á s á t , a Hx(z) f ü g g v é n y t a l emez középső s z a k a s z á n m u t a t k o z ó m a x i -
m u m o k h e l y é n — a 12. á b r a szer in t i e se t re — a 13. á b r a t ü n t e t i föl. L á t h a t ó , 
hogy a k é t kü lönböző módsze r re l s z á m í t o t t té rerősség ös sze t evők k ö z ö t t a l emez 
be l se j ében j ó v a l k i sebb a kü lönbség , m i n t a lemez f e lü l e t én . 
Az a n a l i t i k u s m ó d s z e r t e h á t a l emez közepén minőségi leg helyes k é p e t ad 
a Hx t é r e r ő s s é g megosz lásá ra is, a l emez szélén azonban m e n n y i s é g i és minőség i 
s z e m p o n t b ó l e g y a r á n t n a g y a k ü l ö n b s é g az ana l i t ikus ú t o n s z á m í t o t t H x r a és 
Hxia és a n u m e r i k u s s zámí t á sbó l k a p o t t Hxrn és Hxin é r t é k e k k ö z ö t t . E n n e k leg- / 
f ő b b oka az a k ö r ü l m é n y , hogy az a n a l i t i k u s módszer egy, az x i r á n y b a n vég t e -
len hosszú l emez 2 r hosszú s zakaszá r a , m í g a n u m e r i k u s e l j á r á s véges 2 r hosszú 
lemezre végz i a s z á m í t á s t . 
3.4 Az áramsűrűség 
Az á r a m s ű r ű s é g x t enge ly m e n t i megosz lása hason ló a lemezzel p á r h u z a -
mos Hx t é r e rős ség megosz lásához , azaz az i(x) görbék m e n e t e o lyan j e l l egű , 
m i n t a Hx(x) görbéké . Az á r a m s ű r ű s é g v a l ó s és képze tes ö s sze t evő j ének a ké t -
féle m ó d s z e r r e l s z á m í t o t t é r t é k é t az e l ő b b vizsgál t ese t re , azaz 0,5 m t á v o l s á g -
H„lz) 
13. ábra. A lemezzel párhuzamos térerősség összetevőinek változása a lemez vastagsága men-
tén. (Az indexek jelölése ugyanaz, mint a 9. ábrában) 
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b a n levő v a s l e m e z r e a 14. á b r a m u t a t j a . Az a n a l i t i k u s m ó d s z e r r e l és a n u m e r i -
k u s el járással m e g h a t á r o z o t t á r a m s ű r ű s é g e k k ö z ö t t i k ü l ö n b s é g k i sebb a lemez-
ze l p á r h u z a m o s t é r e r ő s s é g e k b e n t a p a s z t a l t kü lönbségné l . A l emez középső sza-
k a s z á n föllépő m a x i m u m h e l y é n az á r a m s ű r ű s é g n e k a z t e n g e l y m e n t i megosz-
l á s a a 15. á b r á n l á t h a t ó . A k é t m ó d s z e r e g y m á s t ó l csak kevéssé kü lönböző meg-
osz lás i görbét a d . 
3.5 A veszteség 
A vesz teség az á r a m s ű r ű s é g abszolút é r t é k é n e k n é g y z e t é v e l a rányos , í gy 
a vesz teségmegosz lás i g ö r b é k n e k egy lemezfé lén belü l z é r u s h e l y ü k és ké t m a x i -
m u m u k van . A k é t f é l e m ó d s z e r r e l s zámí to t t vesz te ségmegosz lá s i görbéke t pél-
d a k é p p e n v1 = 0 , 3 m-re és = 0,5 m-re levő vas l emezre a 16 .a , ill. a 16.b á b r a 
m u t a t j a . Az a n a l i t i k u s e l j á r á s s a l m e g h a t á r o z o t t vesz teség ( P a ) , a m i n t az az ed-
d i g i e k a l ap ján v á r h a t ó vo l t , j ó v a l nagyobb a n u m e r i k u s m ó d s z e r r e l k a p o t t vesz-
t e s é g n é l (P n -né l ) . Az áb ra a l a p j á n a vesz teségek kele tkezés i h e l y ü k szerint k é t 
r é s z r e o s z t h a t ó k : a lemez be l ső részében (a l e m e z n e k a t eke rccse l szemben l evő 
Műszaki Tudomány 60, 1960 
14. ábra. Az ö rvényáramsűrűség összetevőinek vá l tozása v1 = 0,5 m-re elhelyezet t vaslemez 
fe lü le tén . (Az i n d e x e k jelölése ugyanaz , m i n t a 9. á b r á b a n ) 
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15, ábra. Az örvényáramsűrűség összetevőinek változása a lemez vastagsága mentén. 
(Az indexek jelölése ugyanaz, mint a 9. ábrában) 
szakaszában) keletkező Pba, illetve Pbn, és a lemez szélén (a lemeznek a teker-
r
 csen t ú l n y ú l ó szakaszában) létrejövő Pka, illetve Pkn veszteségre. A kétféle 
módszerrel számítot t vesz teségek és veszteségrészek h á n y a d o s á t vas lemezre a 
17. ábra a d j a meg a lemeztávolság függvényében . (Alumín iumlemezre jóva l 
kisebb h á n y a d o s a d ó d o t t ) . Lá tha tó , h o g y a vizsgált t a r t o m á n y b a n egyrészt a 
belső rész veszteségére v o n a t k o z ó Pba\Pbn hányados j ó v a l kisebb a szélek vesz-
teségéből számí to t t PkJPkn hányadosná l , másrészt p e d i g az előző a t ávo l ság 
függvényében jelentősen csökken, míg az u tóbb i nem s o k a t változik. E z a meg-
figyelés l ehe tővé teszi, h o g y a szélhatás okoz ta je lentős h i b á t két — egyrészt a 
belső részre vonatkozó kb, másrész t a szélekre vona tkozó kk — korrekciós t énye-
zővel számolva k iküszöbö l jük , és ezzel ana l i t ikus m ó d s z e r ü n k e t a t á r g y a l t eset-
tő l eltérő m é r e t ű és térerősségmegoszlású lemezre is a lka lmazhassuk . A valósá-
gos veszteség ebben az e s e t b e n a 
Pv = hbPba + kkPka 
összefüggés a lap ján s z á m í t h a t j u k . A korrekciós t é n y e z ő k e t a 17. áb rán fe l tün-
t e t e t t vesz teséghányadosok reciprok é r t é k e ad ja . 
Az ana l i t ikus e l já rás egyik gyakor la t i a lkalmazása transzformátorok edény -
veszteségének meghatározása (18. ábra). E b b e n az esetben az edényfalnak a teker-
4* Műszaki Tudomány 60, 1980 
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16. ábra. Veszteségmegoszlás a lemezben vaslemez ese tében 
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17. ábra. Az analitikus és numerikus módszerrel számított veszteségek és veszteségrészek 
hányadosa vaslemez esetében 
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csekkel párhuzamos szakaszában keletkező veszteséget számítjuk, és ezt a fen-
tieknek megfelelően két részre — a tekerccsel szemközti és a tekercsen túlnyúló 
edényfalrészben keletkező veszteségre — osztjuk. A korrekciós tényezőket a 
220 kV-os és 400 kV-os nagytranszformátorok szokásos elrendezésére végzett 
numerikus számítás alapján határoztuk meg. Eszerint a belső rész veszteségét 
egy, a tekercs és edényfal közötti távolságtól függő, 250 és 350 mm között 
kb = 0,6 -r 0,7-nek vehető tényezővel , a külső részek veszteségét pedig klc = 
= 0,65 tényezővel kell szorozni. (A külső részek veszteségét kisebb mértékben 
kell korrigálni, mint a lemezek esetében, mivel itt az edény fedelét és fenekét 
képező lemezszakaszok miatt a szélhatás is kisebb.) 
Példa. Egy 400 kV-os 270 MVA-es háromfázisú transzformátor edény-
falában analitikus módszerünkkel P„ = 18 250 W és Pk = 24 400 W vesztesé-4* Műszaki Tudomány 60, 1980 
18. ábra. Transzformátorok edényveszteségének számításához alapul vett modell 
6 0 K E R É N Y I D É N E S 
get számoltunk. A fenti korrekciót alkalmazva az edény veszteség 
Pm = 0,7 • 18 250 + 0,65 • 24 400 = 28 635 W . 
A 18. ábra elrendezése alapján numerikus módszerrel 
Pen = 29 250 W 
veszteséget kaptunk. 
4. Következtetés 
A villamosgépek fém szerkezeti részeiben szórt f luxus hatására keletkező 
örvényáramveszteség pontosabb számítására elvben csak numerikus számító-
gépes eljárás alkalmas. Egyszerű alakú fémrészek, pl. lemezek vesztesége azon-
ban közelítően analitikus módszerrel is számítható. Az analitikus számítás gyor-
sabban, könnyebben végezhető el, és a számítási képletekből megállapítható a 
jelenséget befolyásoló tényezők szerepe. Különösen hasznos az analitikus mód-
szer pl. a géptervezési munka során, amikor több változat gyors összehasonlí-
tására van szükség. Nem elhanyagolható az analitikus módszernek az az előnye 
sem, hogy a számítás eredménye könnyen ellenőrizhető, és í gy a bonyolult, ne-
hezen áttekinthető numerikus módszer helyességének ellenőrzésre is szolgálhat. 
A cikkben bemutatott számítási eljárás a kvázistacionárius tereket leíró 
Maxwell-egyenletekből indul ki, és több közelítő feltételt bevezetve egyszerű 
formulát ad téglalap alakú lemezek veszteségének meghatározására. A számítás 
a lemezek véges vastagságát és a lemez mellett , vele párhuzamos nem örvény-
áramos rétegnek (levegőnek, olajnak) a veszteségre gyakorolt hatását is f igye-
lembe veszi. Az örvényáramveszteség a lemeznek a cikkben definiált egyenértékű 
vastagságával arányos. 
A módszerrel koncentrikus tekercsek szórt mágneses terében levő lemezek, 
így transzformátoredények vesztesége is számítható. Az analitikus számítást 
egy példa kapcsán numerikus eljárással hasonlítottuk össze, és ennek során 
megvizsgáltuk a lemez felületén és belsejében kialakuló térerősség, áramsűrűség 
és veszteségmegoszlást. 
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„TESZGA" VÉGESELEMES PROGRAMRENDSZER 
TENGELYSZIMMETRIKUS GEOMETRIÁJÚ 
ÉS ALAKVÁLTOZÁSÚ SZERKEZETEK 
SZILÁRDSÁGTANI SZÁMÍTÁSÁRA 
P Á C Z E L T I S T V Á N * 
A MŰSZAKI T U D O M Á N Y O K KANDIDÁTUSA 
[Beérkezet t : 1981. júl ius 9-én] 
A t a n u l m á n y röviden i smer te t i a programrendszer fe lépí tésé t , a végeselemes 
modellezéshez fe lhaszná lha tó 11 féle vékonyfa lú héjelemet , i zopa rame t r i kus g y ű r ű a l a k ú 
e lemet , gyűrű t (min t görbe t a r t ó t ) , rugóelemet t a r t a lmazó e l e m k ö n y v t á r a t . K i t é r az 
e lmozdulásmezőben fennál ló szakadás f igyelembevételének számí tás techn ika i kezelé-
sére, t o v á b b á s zámpé ldáka t m u t a t be vékonyfa lú hé je lemekből fe lép í te t t szerkezetek 
szi lárdságtani számí tásá ra . 
1. Bevezetés 
A szerkezetek szilárdságtani számítására alkalmas effektív számítógépi 
program kifejlesztéséhez a tudományok három ágának 
— a szerkezetek szilárdságtanának, 
— a numerikus módszereknek, 
— a számítógép alkalmazásának 
ismerete szükséges. A számítógép sikeres alkalmazása a szerkezetek szilárd-
ságtanának olyan tárgyalását követel i meg, amely a számítógép nyelvére 
könnyen lefordítható modellekkel dolgozik. Egy ilyen, a mérnöki szemlélet-
hez is jól igazodó szilárdságtani modellt szolgáltat az ún. végeselemes módszer 
[1]. A TESZGA a potenciális energia minimuma elvre alapozott ún. kompati-
bilis elmozdulási elemmodellekkel dolgozó programrendszert jelöl [2], melynek 
létrehozásánál felhasználtuk a SAP IV programrendszer [3] strukturális fel-
építettségét. A programrendszer felépítéséhez az alábbi szempontokat vet tük 
f igyelembe: 
A programrendszer a számítási fázis több pontjából legyen indítható; a 
bemenő adatokkal kapcsolatosan minél több, a számítás biztonságát növelő, 
számítógép által végrehajtott ellenőrzés álljon fenn; a programrendszer kíván-
ság szerint csak adatellenőrzést hajtson végre, illetve az adatellenőrzést hiba-
mentes esetben futás kövesse; az elemkönyvtár bővíthető legyen; egyszeri 
futtatással a szerkezet többfajta terhelés alatti viselkedése nyomonkövethető 
* Dr . Pácze i t I s t v á n , 3531 Miskolc, Győri k a p u 37, I I I . 3. 
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legyen, a terhelések súlyozva szuperponálhatók legyenek; egyszerű geometriájú 
(meridiánú) elemek esetében az elemekre való osztás automatizált legyen; a 
héjszerkezet anyagállandóinak hőmérséklettől való függését a program képes 
legyen figyelembevenni; adott elmozdulások, elmozdulásmezőben fennálló sza-
kadás, ferde görgős támasz f igyelembevételére is nyíljék lehetőség. 
2. A számítható szerkezet geometriája, 
geometriai perem- és illesztési feltételek 
A vizsgálható szerkezeteket két nagy osztályba soroljuk. Az egyik osztályt 
zömében vékonyfalú szerkezeti elemek alkotják, és így ezt röviden héj szerke-
zetnek nevezzük, míg a másik osztály tetszőleges kialakítású forgástestek-
ből áll. 
A h é j s z e r k e z e t héjakból, rugókból, gyűrűalakú tartókból és rugal-
mas közegből áll. Ezek modellezésére a technikai héjelmélet hipotéziseivel dol-
gozó 11 fajta héj elemet, 3 féle rugóelemet, görbe tartót, i l letve Winkler-típusú 
rugalmas közeget használhatunk. 
A forgástestekből fe lépített rugalmas rendszert ún. izoparametrikus 
gyűrűalakú elemekkel modellezzük. 
A vizsgált szerkezet o l y a n végeselemes modellezése is megengedett, ami-
kor a feszültségállapot pontosí tása céljából a vékonyfalúnak tekintett szerke-
zet héjainak csatlakozási (illesztési) helyeit, i l letve azok környezetét izopara-
metrikus gyűrűelemekkel modellezzük, míg a többi részt héj elemekkel. 
A héjak egyszeresen és kétszeresen görbültek lehetnek. 
Egyszeresen görbültek a kúp és henger (ide soroljuk a hajlított lemezt 
és tárcsát is). Kétszeresen görbültek a 
1. tóruszalakú (gömb) héjak, 
2. kúpszeletek egyenletével megadott meridiánú héjak (kivéve gömb), 
3. tetszőleges meridiánú héjak, amelyeket Nt 3 számú ponton átmenő 
C1 osztályú folytonosságú r = r(Z), vagy Z = Z(r) függvénykapcsolat-
tal leírt meridiánú héj elemek összességével fedünk le. 
A tetszőleges meridiánú héjak meridián görbéjét tehát köbös polinom 
segítségével közelítjük. A közelítésükre használt héjelemeket általános r(Z), 
vagy általános Z(r) típusú héj elemeknek nevezzük. A tetszőleges héjak száma 
T (t = 1, . . ., T), Z — a forgástengelyirányú koordináta, r — a héj paralel 
sugara. 
Az 1) és 2) sorszám alatt felsorolt héjakat típus számokkal látjuk el. 
Egy-egy t ípus szám egy meghatározott geometriájú forgásfelületet jelöl ki. 
A modelezésnél felvett héj elemek ezeken a felületeken helyezkednek el, de nem 
kötelesek lefedni azt teljesen. 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
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A héjszerkezetben szereplő héjak falát 
1. állandó vastagságú, egyrétegű; 
2. állandó vastagságú, középfelületre szimmetrikusan elhelyezkedő há-
romrétegű; 
3. lineárisan változó falvastagságú egyrétegű héjelemekkel tudjuk model-
lezni. 
A héjszerkezet végeselemes modellezésével nyert végeselemeket kijelölő 
csomóköröknél, csomókörökként tetszőleges variációban le lehet kötni (zérus, 
vagy attól eltérő értékkel) a radiális- és az axiális elmozdulást, valamint a 
szögelfordulást, i l letve tetszőleges ferdehatásvonalú görgős támaszt is fel 
lehet venni. 
A kötöttségeket a számítógép az ID(I, J) (1 = 1 , 2 , . . ., NUMNP) (J = 
= 1, 2, 3) tömbben tárolja, ahol N U M N P — a feladathoz tartozó csomókörök 
száma. Amennyiben az N-edik csomókör J-edik általánosított elmozdulás-
koordinátája tetszőleges, úgy I D ( N , J) = 0, amennyiben az elmozduláskoordi-
náta előírt (kötött) (zérus értékű is lehet), úgy ID(N, J) = 1. 
A programrendszer a szerkezeti elemek között i kapcsolatot kétoldalúnak 
tekinti (az elemek alakváltozás előtt párbaállított pontjai — csatolandó pont-
jai — az alakváltozás után a tér azonos pontjában helyezkednek el). 
Az elemek csatolásánál kitüntetett szerepe van az ún. főcsomókörnek, 
vagyis annak a csomókörnek, amelyben szereplő elmozdulások és szögelfordu-
lások a végső algebrai egyenletrendszerben ismeretlenként fognak szerepelni. 
Jelölje q F = [ur, ua, # ] F — az F csomókör általánosított elmozdulásvektorát 
(1. ábra). 
Amennyiben a szerkezet végeselemes modellezésével nyert F és A jelű 
csomókörök elmozdulásai között 
Ч а ~ Ч/7 S f a (2-1) 
összefüggés áll fenn, ahol gPA [gr, ga, gj>] = (radiális, axiális szögelfordulás-
beli hézag), akkor az F és A csomókörök ún. kontakt párt alkotnak (2. ábra). 
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z 
2. ábra 
A gFA = 0 esetében nincs szükség a kontakt pár képzésére. 
Kontakt párok az elmozdulásmezőben és szögelfordulásmezőben fennálló 
szakadást (pl. túlfedést) vannak hivatva kezelni. Ehhez egyrészt az F és A 
csomókörök kijelölésére, illetve az ID tömb megfelelő betöltésére v a n szükség. 
Az ID tömb A-adik csomóköre akkor alcsomókör, ha legalább egy db 
koordinátája —1-et tartalmaz, azaz ID(A, J) = —1, ha a J-edik koordináta 
a (2.1) összefüggés alapján alá van rendelve a főcsomókörbeli elmozdulásnak. 
Excentrikus csatlakozásról beszélünk akkor, ha az A jelű csomókör és az 
F jelű csomókör közötti távolság az alakváltozás folyamán változatlan marad. 
Ily módon az F és A jelű csomókörök elmozdulásai között fennállnak (3. 
ábra) az 
összefüggések. Ismételten egyrészt YD(A,J)= —1, (J = 1 , 2 , 3 ) kötöttségi 
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Az ID tömb zérus koordinátáit növekvő sorrendben egytől kezdődő pozi-
t ív egészszámokkal kicserélve o lyan információkhoz jutunk, amelyek alapján 
könnyen t isztázhatóvá válik az, hogy az egyes csomókörön l e v ő ismeretlen 
általánosított koordináták az összes ismeretlenen belül hanyadikak. Ezáltal a 
különböző szabadságfokú elemek a különböző szabadságfokú csomókörök ese-
tén is könnyen il leszthetővé válnak. 
További e lőny, hogy a potenciális energia minimuma elvből nyert algeb-
rai egyenletrendszer mátrixán semmiféle átalakítást nem kell végrehajtani, 
mivel a kinematikai peremfeltételt, az elmozdulásmezőbeli szakadást stb. ele-
mek szintjén f igye lembe vettük, és így az egyenletrendszer mátrixának mérete 
az I D tömb átszámozásával megállapított ismeretlen elmozdulás koordináták 
számával fog megegyezni . 
3. A rugalmas szerkezet anyaga 
A rugalmas szerkezetet alkotó elemek, elemenként homogén, izotrop 
v a g y anizotrop anyagúak lehetnek. 
Az anyagállandók hőmérséklettől való függése esetében diszkrét hőmér-
séklet-értékhez tartozó anyagállandók ismeretében anyagállandók táblázata 
ál l í tható elő. A számítógép az elem átlagos hőmérsékletéhez a megfelelő anyag-
állandó értékeket az említett táblázatból lineáris interpolációval veszi ki. 
A számítóprogramrendszer a szerkezetben kialakuló hőmérsékleteloszlást 
ismertnek tételezi fel. Ezek a bemenőadatok egyrészét képezik. 
4. Terheléssel, falvastagsággal (rétegvastagsággal) , anyagállandókkal stb. 
kapcsolatos típusosztályok 
Az adatok előkészítését nagymértékben megkönnyít i és áttekinthetőbbé 
teszi, ha a terheléseket, falvastagságot stb. t ípusosztályokba soroljuk. Ezeket 
előzetesen beolvasva, az elemeknél már csak a típusszám megadása válik 
szükségessé. 
A nyomási terhelési típust három szám jel lemzi 
p0,yP, Z p , 
ahol p 0 a Zp magasságban levő nyomás értéke, y p a folyadék fajsúlya. í g y a 
nyomás tetszőleges Z helyen 
p = p0 + y"(Zp-Z). (4,1) 
Hasonló a helyzet az axiális irányú gyorsulásnál is. 
5 * Műszaki Tudomány 60, 1980 
6 8 PÁCZELT I S T V Á N 
A rugalmas Winkler-típusú közeg rugóállandóját, a falvastagságot (réteg-
vastagságot) egyetlen egy szám jellemzi. 
A tóruszalakú héj elemeket 5 db állandó (a középpont helykoordinátái, 
a meridián görbületi sugara, a kezdő- és végszögek), míg a kúpszelet meridiánú 
héjakat az a, b, с állandók jellemzik. Ekkor 
r(Z) = f o Z 2 + bZ + с (4.2) 
a héj paralel sugara. 
Az anyag típusát a hőmérsékleti pontok száma, tömegsűrűsége és hőmér-
sékletenként az E rugalmassági tényezők, v — Poisson-féle állandók és fajla-
gos hőtágulási együtthatók összessége jellemzi. 
5. A programrendszer struktúrája 
A Bevezetésben jelzett kívánalmaknak eleget t e v ő szilárdsági számításra 
alkalmas programrendszer négy részből épül fel (4. ábra). 
Az első rész a csomókörök helykoordinátáinak, az ott fellépő elmozdulá-
sok kötöttségének, illetve a hőmérsékletnek a beolvasását, a zérustól különböző 
elmozdulások helyét és nagyságát, a ferdehatásvonalú görgős támasz helyét és 
irányszögét, az elmozdulásmezőben fennálló szakadások figyelembevételéhez 
szükséges ún. kontakt csomókörpárokat, az excentrikusan kapcsolódó elemek 
esetében a fő- és alcsomóköröket, a tóruszalakú héj, illetve a kúpszeletek 
egyenletével megadott meridiánú héjtípusok megadásához szükséges adatokat, 
a rugalmas Winkler-típusú közegek állandóit, a rugalmas szerkezet forgási 
szögsebességét, illetve a különböző t ípusú elemek számát, a generális adatok 
beolvasását és azok ellenőrzését végzi el, végezetül a második rész futásához 
szükséges adatokat az 1 jelű file-ra írja ki. Az adatösszeállításban fe l lépő hibá-
kat a gép kijelzi, továbbá lehetőség v a n a csomóköri helykoordináták megadá-
sának automatizálására is, illetve az automatizálással beállított kötöttségek 
módosítására. 
A második rész az 1 jelű file-ról történő visszaolvasás után az elemtípu-
sokhoz tartozó általános adatokat olvassa be (pl. anyagállandók, terhelési 
típusok stb.) az input file-ról, majd elemcsoportonként előállítja az elemek 
merevségi mátrixát, terhelési vektorát , azokat az 5. háttérre írja, illetve a 
negyedik részben majdan számításra kerülő feszültségállapot meghatározására 
is háttérre ír. Egyidejűleg négyfajta nyomási- , kétfajta forgástengely-irányú 
gyorsulásból, forgásból, hőterhelésből, illetve kinematikai előírásokból szár-
mazó terhelést vehet figyelembe a program elemenként. Ennek a résznek a 
biztonságos futását is számos adatellenőrzés segíti elő. 
A harmadik rész az 1. file-ról történő visszaolvasás után a csomókörök 
mentén ható koncentrált terhelés beolvasását, az egyenletrendszer összeállítá-
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4. ábra 
sá t és megoldásá t [4] végzi el, i l le tve az e redményeke t a 9., a későbbiekben 
szükséges memória t e r ü l e t e k e t az 1. há t t é r re í r j a a negyedik programrész 
számára . 
A negyedik rész az algebrai egyenletrendszer megoldásának i smere tében , 
a fe lhasználó előírása szer in t súlyozva összegzi a másod ik és h a r m a d i k program-
b a n def in iá l t a l ap fe l ada tok megoldása i t , vagyis e lő l l í t ja a kombiná l t fe ladato-
k a t , az e redményeke t c somókörönkén t ki í r ja , m a j d e lemcsopor tonkén t meg-
h a t á r o z z a az elemek feszül tségi á l l a p o t á t a felhasználó á l ta l def in iá l t pontok-
b a n (metsze tekben) . A negyedik p r o g r a m további k o m b i n á l t f e l a d a t o k elvég-
zése cé l jából ú jból i n d í t h a t ó . 
A fen t iek a l ap j án a TESZGA programrendszer há t t é r igényé t a 4. ábra 
szemlél te t i . N a g y m é r e t ű f e l ada tokná l a 4—6 file-ok mágnessza lagot j e len tenek . 
10* Műszaki Tudomány 60, 1980 
7 0 PÁCZELT ISTVÁN 
6. E lemkönyv tá r 
Az elemkönyvtárat vékonyfalú héjelemek, izoparametrikus gyűrűelemek, 
gyűrűelemek, gyűrű mint görbe tartó és axiális és radiális húzott-nyomott 
rugók, illetve torziós rugók alkotják. 
6.1. A héjelemek geometriájuk és a héj falának felépítése szerint 11 féle 
t ípusba soroltak (5. ábra). A héjelemhez kötött helyi koordinátarendszerben 
csomókörönként az и tangenciális, w normális elmozdulás és & szögelfordulás-
mezők értékei szolgáltatják a csomóköri általánosított elmozdulásvektor ele-
meit (6. ábra). í g y , ha az elem a forgástengelyt nem tartalmazza, az elem mini-
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rendszerbeli ur radiális elmozdulás és # szögelfordulás zérus értéke miatt csak 
négy. Ezt az elemet szinguláris elemnek nevezzük. 
Az 1—8. t ípusú elemeknél a héj elem középfelületének elmozdulásmeze-
jét az elem valamelyik elsőnek tekintet t csomókörétől mért s ívkoordináta 
függvényében 
ü*(s) = I u(s ) l e = Фе (s) a e + Ф e { s ) äe (6.1) 
M«). J 
»•w 
alakban közelítjük, аЬо1Фе(«),Фе(5) alapfüggvénymátrixok, ae az e lem minimá-
lis szabadságfokával azonos számú állandókat tartalmazó vektor, â e pótlólagos 
állandók vektora [5]. 
Az alapfüggvénymátrixok egyszeresen görbült elemek esetében 
szinguláris elemnél 
ФЪ) = 
nem szinguláris elemnél 





>e{s) = Г 1 s О 
0 0 1 
(6.3) 
míg a magasabbreudű közelítés érdekében használt àe állandókhoz tartozó 
Ф
е(в) mátrixszal az и mező esetében N P U + l - e d fokú, w mezőnél N P W + 3 - a d 
fokú teljes polinommal történő közelítés biztosítható [6] 
$ e ( s ) = r . . . s " + 7 s n + 1 
0 T 
o T 
. . . sk + 3ISk+í... (6.4) 
N P U N P W 
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ahol S — a héjelem meridiánjának hossza, NPU és N P W az u és w mezők köze-
lítésénél használatos pótlólagos állandók száma. 
Kétszeresen görbült elemek esetében a merevtestszerű elmozdulást pontosan 
f igyelembe vevő alapfüggvény-mátrixok 
szinguláris elemnél 
4>e(s) = Г s 0 0 s in 0 
О 1 s2 - cos 0 
nem szinguláris elemnél 
u Фе(в) = 1 s 0 0 0 sin 0 О 1 s s2 — cos 0 
(6.5) 
(6.6) 
А а (6.4) analógiája alapján könnyen felépíthető. A 10. és 11. típusú 
héjak esetében az approximáció lényegében ugyanaz, csak s he lyet t Z, illetve 
~r írandó. I t t Z = Z — Zk e 2 d (Z — f ) , (Z « r). 
Az 1—8. típusú héjelemek esetében a Ke merevségi mátrix és а Ъе terhelési 
vektor előállításához a számítási algoritmus egyszerűsítése céljából az ae vek-
tor a helyi koordinátarendszerben értelmezett qe csomóköri általánosított el-
mozdulásvektoron keresztül nyert kifejezést. Ekkor a (6.1) he lyet t formailag 
ûe{v) = Xе (v) qe 4- Ä'(t>) äe (6.7) 
írható, ahol Äe(v), Äe(v) approximációs mátrixok, v = s. 
A feszültségek meghatározására a módszer az összes héj elem típusnál a 
(6.7) alatt i approximációra támaszkodik [6]. 
6.2. Izoparametrikus gyűrűelemek az irodalomból jól ismert elvek alap-
ján épülnek fel [1] (7. ábra). A számítóprogram felépítése lehetővé teszi, hogy 
excentrikus csatlakozás megadás segítségével az izoparamaterikus elemet 
vékonyfalú héjelemhez csatoljuk, továbbá hasonlóan mint a héj és rugó ele-
meknél az elmozdulásmezőben fennál ló szakadást (pl. túlfedés, csavarok elő-
feszítése) f igyelembe vegyük, adot t elmozdulást, ferdehatásvonalú görgős 
támaszt pontosan kezeljünk. 
A felsoroltak alapján lehetőség van a héjak csatlakozásánál (zavarásá-
nál) a feszültségállapot pontosabb meghatározására (a csatlakozás közvetlen 
környezetét izoparametrikus elemekkel, míg a távolabbi részeket vékonyfalú 
elemekkel modellezzük), továbbá számíthatóvá vá lnak a bonyolult kialakítású 
szerkezeti elemek között i túlfedésből, szerelési pontatlanságból származó 
feszültségek. 
6.3. Gyűrűelem (mint görbetartó)-ként kis magasságú bordák, karikák 
modellezése oldható meg. A gyűrűben a radiális irányú elmozdulásból és a 
keresztmetszet merevtestszerű elfordulásából származik alakváltozási energia, 
így az elem szabadságfoka kettő (7. ábra). 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
„ T E S Z G A " S Z I L Á R D S Á G T A N I SZÁMÍTÁS 73 
7. ábra 
6.4. Rugóelemek az e l emkönyv tá r legegyszerűbb elemei (7. áb ra ) . A ten-
ge ly i rányú rugóe lemeket h a s z n á l h a t j u k csavarok, hőcserélők csőkötegeinek 
s t b . modellezésére. Hőte rhe lés i t t is fe l léphet , az elemek excent r ikus csat lako-
zása megengede t t . 
6.5. Ál ta lános megjegyzések . A héj elemek közül az 1—3. t í p u s ú a k n á l a 
K e merevségi m á t r i x o t , be terhelési vek to r t zá r t a l a k b a n á l l í t juk elő, míg a 
m e g m a r a d ó k n á l Gauss-féle numer ikus in tegrálással . Á l t a l á b a n a K e és b*-t 
először a lokális koo rd iná t a rendsze rben , m a j d t r ansz fo rmá lás u t á n a globális 
r endszerben á l l í t juk elő. Amenny iben 
1. az elem k o n t a k t a lcsomókör t t a r t a l m a z ; 
2 . az elem excen t r ikusan csa t lakozik; 
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3. az elem valamelyik csomókörén adott az elmozdulás valamelyik ko-
ordinátája; 
4. az elemhez ferdehatásvonalú görgős támasz csatlakozik, további 
transzformációk végrehajtására kerül sor a felsorolt sorrendben. 
7. Az elmozdulás-, szögelfordulás mezőben fennálló szakadás 
figyelembevétele 
Jelölje az e jelű elem alcsomóköreihez tartozó általánosított elmozdulás-
vektort qA, míg a főcsomókörbelieket qF , továbbá az elem megmaradó elmoz-
dulásvektorát qem. A (2.1) alapján formálisan azt írhatjuk, hogy 
ЧД = 4f — g FA » (7.1) 
ahol g F A — a főcsomókörtől az alcsomókörhöz mutató kezdeti hézagokból 
összeállított vektor. 
Felírva az e je lű elem potenciális energiáját, azaz a 
№ = П
е
 (qA , «&) = 1/2 [ q l ' , q ( K e 1 R c Чд — 2 "ЬгА I) 
I . 4m . _ b j 
összefüggést, majd azt (7.1) f igyelembevételével átalakítva, a minimalizálás 
szempontjából lényegtelen gFA"ból származó tagot elhanyagolva 
К-АД |gFA 
К A M . 
(7.2) 
kifejezéshez jutunk. Ily módon a módosított terhelési vektor 
K ( _ 
" m ó d - Ь*А + K a a ! 
b e m . 
_ К д т J 
(7.3) 
Az eredményekből látható, hogy az elem potenciális energiája a főcsomó-
körbeli és a megmaradó általánosított elmozdulásokon keresztül nyer kifeje-
zést , de úgy, hogy az alcsomókörhöz tartozó általánosított elmozdulásvektor-
nak megfelelő merevségi mátrix oszlopok g F A szakadás értékkel vet t szorzatát 
az eredeti redukált terhelési vektorhoz hozzá kell adni. Számítástechnikailag 
a (7.3) alatti módosítást az elemhez kapcsolódó számításoknál végezzük el. 
Mivel a szerkezet szilárdságtani viszonyait egy futással — többfajta terhelés-
sel —• kívánjuk általában tisztázni, a terhelésekből származó állapotok szuper-
ponálhatósága miatt , a gF A -hoz tartozó kinematikai terhelést az egyenletrend-
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szer jobboldalán külön kell szerepeltetni. í g y a különböző terhelésekhez tar-
tozó állapot a kinematikai terhelés nélküli és a kinematikai terhelés által 
kapott állapotok összegeként áll elő. 
8. Adott elmozdulás, excentrikus csatlakozás, 
ferdehatásvonalú görgős támasz figyelembevétele 
8.1. A zérustól eltérő adott elmozdulást az elem szintjén, a merevségi 
mátrix adott elmozdulás koordinátához tartozó oszlopának megszorzásával 
előálló vektor mínusz egyszeresének a terhelési vektorhoz történő hozzáadásá-
val (vagy külön terhelési vektorként való szerepeltetésével) vesszük figyelembe. 
8.2. Excentrikus csatlakozás esetében csomókörönként a (2.2) alapján 
összeállított transzformációs mátrixszal az alcsomókörök elmozdulása a fő-
csomókörbelivel nyer kifejezést. 
Ennek felhasználásával az elem potenciális energiája is a főcsomókörbeli 
elmozdulásokkal kifejezhető. Ez a merevségi mátrix és a terhelési vektor 
transzformálását jelenti. 
8.3. Ferde hatásvonalú görgős támasznál a globális rendszerbeli elmozdu-
lást a görgő elmozdulásának irányába eső elmozdulással fejezzük ki. Az így 
előállított transzformációs mátrix segítségével formálisan a 8.2. pont alatti 
szorzások elvégzése válik szükségessé. 
9. Néhány számpélda 
A programrendszerrel megoldott feladatok közül ragadjunk ki két 
fe ladatot: 
9.1. Vizsgáljuk a 8. á b r á n vázol t mére th ibáva l rende lkező gömböt . H i b a az R görbület i 
s u g á r b a n beálló szakadásbó l adódik (gyá r t á s i pon ta t l anság) . E z t a h ibá t excen t r ikus csat lako-
zással t u d j u k modellezni. A p belső n y o m á s n á l ébrendő T1, Ml mer id i án i r ányú belső erő és 
n y o m a t é k ívhossz m e n t i vá l tozásá t a 9. á b r a tün te t i fel. (Anyagá l l andók : E = 2,05 • 10» 
N / m m 2 ; v = 0,3) Amíg a H u b e r — M i s e s — H e n k y szerint s z á m í t o t t r eduká l t feszül tség alak-
h iba nélkül i esetben ff^j = 250 N/mm 2 , add ig az excen t r ikus csat lakozás fő- és alcsomókörei-
nél a 4- (külső) és — (belső) felületen az (i) je lű csomókörnél g(7) = <tred(8) = 390 N/mm 2 ; 
ffred(7) = CTred(8) - 172 N/mm 2 nagyságú feszültségek lépnek fel. Vagyis a görbüle t i sugár vá l -
t o z á s á n a k 0 ,5%-os é r t éke a <7red feszültségnél 390/250 • 100 = 156%-os vá l tozás t okoz. 
A b e m u t a t o t t egyszerű példa is jó l m u t a t j a , hogy a szerkezetek g e o m e t r i á j á n a k pontos 
modellezése — a feszül tségál lapot m e g b í z h a t ó számítása szempont j ábó l — n a g y o n fontos. 
A f e l v e t t gömbelemeknél а Ав szögváltozás 2,5°, és így N P U = 1, N P W = 2 számú pótlóla-
gos á l l andó felvétele az e lemek közöt t i e lmozdulásmező fo ly tonosságán tú l az Rx = 200 és 
R t — 201 mm-es g ö m b ö k ö n a feszültségi tenzormező fo ly tonosságá t jól b i z to s í t j ák . Kevesebb 
á l landó m á r nem szo lgá l t a t j a a szükséges fo ly tonosságot , míg a pótlólagos á l landók számának 
emelése az elem kis ívhossza mia t t beálló merevségi m á t r i x rossz kondic ionál t sága következ té-
ben — a megoldást p o n t a t l a n n á teszi. A n n a k i l lusztrálására, hogy a pót lólagos á l landók fel-
vé te l ének a nagymére tű elemeknél v a n é r t e lme , vegyük a köve tkező pé ldá t . 
9.2. Vizsgáljuk a 10. ábrán t a l á lha tó geomet r iá jú és 7 d b elemmel model leze t t szerke-
zete t . (Anyagá l l andók : E = 2,1 • 105 N / m m 2 ; v = 0,3.) Mindegyik elemnél N P U = N P W = 5. 
Az e lemek ha t á r án a csomóköröknél m e g h a t á r o z o t t r e d u k á l t feszültségbeli szakadások maxi -
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8. ábra 
9. ábra 
m u m á t a 2-es csomókörnél a t a r t á l y belső fe lü le tén t a p a s z t a l j u k , aminek ér téke az 1 % - o t sem 
éri el. A k a p o t t megoldás t p o n t o s n a k v e h e t j ü k . Ugyanezen f e l ada to t elemsűrí téssel , illetve 
k i s m é r e t ű elemeknél (A6 = 10°) a pót ló lagos á l landók s z á m á n a k csökkentésével is megoldva 
a k a p o t t megoldások a b e m u t a t o t t , modellezéssel gyakor la t i lag azonosak vo l t ak . A ta r tá ly-
fenék belső felületén éb redő r eduká l t feszül tség vá l tozásá t a l l . áb ra tün te t i fel. 
10. Néhány megjegyzés 
A TESZGA programrendszert az OMFB támogatásával a Nehézipari 
Műszaki Egyetem Mechanikai Tanszéke az MTA SZTAKI CDC-3300-as szá-
mítógépre dolgozta ki. 
A programrendszer bá rmi lyen i n t é z m é n y , vál la la t rendelkezésére áll, azt gépidő bérlésé-
vel h a s z n á l h a t j a . A T E S Z G A - v a l kapcso la tos részletesebb információk , a beolvasási u tas í tá-
sok, számos min t apé lda kapcsán k a p o t t számítás i t a p a s z t a l a t o k a [2]-ben t a l á l h a t ó k . További 
i n fo rmác ióka t készséggel szolgáltat a N M E Mechanikai Tanszéke . 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
„TESZGA" SZILÁRDSÁGTANI SZÁMÍTÁS 7 7 
Köszönetnyi lvání tás 
A programrendszer megszületését nagymér t ékben e lősegí te t te az N M E Mechanikai Tan-
székének OMFB által t ö r t é n ő t á m o g a t á s a . A szerző köszöne t é t fejezi ki m i n d a z o n kollégák-
n a k , a k i k az elemekhez t a r tozó összefüggések előál l í tásában, ellenőrzésében és a programozási 
m u n k á k b a n rész tvet tek . E z e k : Dr. É g e r t J . , Ficsor L., Dr . F o r r a i L., H a r m a t i Iné . , Dr. Herpai 
В., Ke rekes I., Dr. K o z á k I . , Maár Gy., N á n d o r i F., Pödör A. , Dr . Sárközi L. , Dr . Szilassy I . , 
Dr . SzeidI Gy., Varga G y . és Visnyei L n é . 
I R O D A L O M 
1. ZIENKIEWICZ, О. C.: T h e finite e lement me thod in Eng ineer ing Science, McGraw-Hil l , Lon-
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szi lárdságtani s z á m í t á s á r a a lka lmas programrendszer , N M E . Mechanikai Tanszék, Mis-
kolc 1980 
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for S ta t ic and D y n a m i c Response of L inea r Systems. College of engineering, Universi ty 
of California, Berke ly , California, R e p o r t No E E R C 73 — 11, 1974 
4. WILSON, E . L. —BATHE, K . J . —DOHERTY, W . P . : Direct So lu t ion of Large S y s t e m s of Linear 
Equa t ions , Computer and Structures, 4 (1974), 699 — 728 
5. HERPAI, В. — PÁCZELT, I . : Analysis of Axisymmetr ica l ly D e f o r m e d Shells b y t h e Finite 
E l e m e n t Disp lacement methods , Acta Techn. Hung. 85 (1977), 93 — 122 
6. „Al t a l ános rendel te tésű p r o g r a m k ö n y v t á r a végeselemek módszerével t ö r t é n ő szilárdsági 
számí tásokhoz" , A Nehézipar i Műszaki Egye tem Mechan ika i Tanszékének az OMFB 
megbízásából v é g z e t t Szm. 78-XXVII I -1 /1978 . s zámú kuta tás- fe j lesz tés i munkáról 
szóló 1. és 2. beszámoló ja . Miskolc, 1978—1979 
Fini te Element P r o g r a m System T E S Z G A for the S t reng th Calculation of Structures of 
Axisymmctr ica l Geometry a n d Deformat ion . — The cons t ruc t ion of the p r o g r a m system 
T E S Z G A , the 11 kinds of th in-wal led shell m e m b e r s to be used for the f in i t e -e lement simula-
tion, t h e i soparametr ic r ing - shaped uni ts , t h e r ing (as a curved b e a m ) and the p r o g r a m library 
con ta in ing the spring e l emen t are dealt w i th . The calculat ion technique w i t h consideration 
of t he r u p t u r e to be f o u n d in t h e field of d isp lacement is t r e a t e d . Numerical p r o b l e m s for the 
s t r e n g t h calculat ion of s t r u c t u r e s made f r o m thin-walled shell u n i t s are p resen ted . 
E lemen tenprogrammsys lem TESZGA zur Fest igkei tsberechnung von Kons t rukt ionen 
mit achsensymmetr i scher Geometr ie und V e r f o r m u n g . — E s we rden die K o n s t r u k t i o n des 
P r o g r a m m s y s t e m s T E S Z G A , die zur Model l ierung anwendba ren elf Ga t tungen v o n dünnwan-
digen Schalenelementen, die i soparamet r i sche ringförmige E l e m e n t e , Ringe (als gekrümmte 
Träger) , Federe lemente e n t h a l t e n d e Elementenbib l io thek k u r z behande l t . Die rechnungsteeh-
nische Behand lung der R ü c k s i c h t n a h m e des im Verschiebungsfeld s t a t t f i n d e n d e n Rißes wird 
u n t e r s u c h t und Zahlenbeispiele zur Fes t igkei t sberechnung der aus d ü n n w a n d i g e n Schalen-
e lementen hergestel l ten K o n s t r u k t i o n e n werden angeführ t . 
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[ B e é r k e z e t t : 1981. a u g u s z t u s 12-én] 
A B M E Vízgazdálkodási és Vízépítési In téze tében t ö b b é v e végeznek a D u n á b a 
kerülő szennyeződések e lkeveredésére v o n a t k o z ó vizsgála tokat . A szennyező a n y a g o k 
keresz t i rányú és hosszirányú elkeveredésére és szétterülésére vé l e t l en bolyongási m o d e l l t 
a l ka lmaz tunk [1]. Ebben a t a n u l m á n y b a n f o l y t a t t u k a valószínűségi gondo la tmene t 
k i t e r jesz tésé t : a diszperziós t é n y e z ő ke resz t i r ányú vá l tozásának , a kereszt i rányú á r a m -
lások és a v ízmélység v á l t o z á s á n a k ha tásá t v izsgá l tuk . A bolyongás i modell két speciá-
lis a lka lmazásá t m u t a t j u k be : az egyik az az ese t , amidőn a f o l y ó b a n szigetek is v a n n a k , 
a másik, a m i d ő n partközeli szennyezőanyag bevezetéséről v a n szó. A számítások k é t 
d imenzióban vizsgálják az elkeveredés f o l y a m a t á t , függőleges in tegrá l -á t lagokkal , 
ami széles fo lyók esetén, m i n t a Duna magyarország i szakasza, megengedhető köze-
lítés. 
1. A bolyongási modell f iz ikai alapjai 
A bolyongási modell alkalmazását a szennyezőanyag elkeveredésére már 
a „Sztochasztikus keveredési modell a Paks-alatt i Duna-szakaszra" című tanul-
mányban bemutattuk [1]. Az alkalmazott modell alapgondolata az volt, h o g y 
a vízrészecskék és ezzel együtt a szennyezett részecskék is véletlenszerű mozgást 
végeznek. 
A bolyongási modell alkalmazásának első lépéseként fel kell venni a rács-
pontokat , ami az áramlási tér felosztását jelenti . Második lépésben meg kell 
határozni az állapotátmenet valószínűségi mátrixot , méretét és paramétereit. 
Tekintsünk egy folyó аЯ—Sí szakaszát, ahol a két sze lvény egymástól L 
távolságra van (1. ábra). A tel jes keresztszelvényt felosztjuk n egyenlő részre, 
mégpedig n egyenlő vízhozamszállítású részre. Az 1. ábrán n = 20, így a teljes Q 
vízhozam huszadrészeit szállítják az egyes lamellák. Feltételeztük, hogy mély-
ség a szélességhez viszonyítva elhanyagolható — ami a D u n a magyarországi 
szakaszára igaz is — és így a liuszadokat elválasztó síkok függőlegesnek kép-
zelhetők. Látjuk majd később, h o g y a keresztirányú áramlások f igyelembevéte-
léhez ezt a feltételt valamilyen m á s úton meg kell kerülnünk. H a a folyószakaszt 
felosztottuk n egyenlő vízszállítású — egyenvízszállítású — részre, akkor ezek 
az n rácspontot kijelölik az oR szelvényben és a Sí szelvényben is (l .b. ábra). 
A kontinuitás következtében a Q vízhozam az аЯ és a Sí szelvényben is ugyan-
* Dr . K o n t u r I s t v á n , 1021 B u d a p e s t , Kuruclesi u . 44. BME M ű e g y e t e m rkp. 3—4. 
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1. ábra. A folyó keresztszelvény fe losztása egyenlő v ízhozamú s á v o k r a , a) elkeveredés szemlél-
tetése; b ) az elkeveredés gráf reprezentációja 
annyi, tehát a rácspontok száma is megegyezik. A rácspontok felvétele után 
határozzuk meg az (n • n)-es átmenetvalószínűségi mátrix , P elemeit. A való-
színűségi megközelítés különböző szemléletű megfogalmazást tesz lehetővé . 
Ha a szennyezőanyag 1 valószínűséggel a i. egyenvízszáll ítású sávban v a n az <Л 
szelvényben, akkor Si szelvénybe érve a szennyezőanyag p valószínűséggel ke-
rülhet az (i—1). egyenvízszállítású sávba és q valószínűséggel az (i -}- 1). egyen-
vízszállítású sávba, valamint 1—p—q valószínűséggel maradhat a i. egyenvíz-
szállítású sávban. (Az 1. ábrán i = 8-at jelöltük be.) 
Az a felvétel, amely szerint a szennyező anyag az L szakaszon csak az 
eggyel jobbra és az eggyel balra levő egyenvízszállítású sávba kerülhet át , azt 
jelenti, hogy az L távolság és az egyenvízszállítású sáv szélessége közötti arány, 
és a diszperziós tényező kapcsolata olyan, hogy a szennyezőanyag szétterjedése 
nem lép túl egy egyenvízszállítású sávon, i l letve csak o lyan kis valószínűséggel, 
ami a számítások szempontjából elhanyagolható. 
Ugyanerre az eredményre jutunk, ha feltételezzük, hogy az i. egyenvíz-
hozamú sávban a szennyezőanyag koncentrációja az оЯ szelvényben cf [mg/l] , 
akkor a Si szelvényben a cf_x, cf+1 és cf [mg/ l ] lesz a koncentráció értéke és 
a szennyezőanyagra felírható anyagmegmaradási mérleg alapján 
í — Cí 1 I C(+l I cí • 
n n n n 
Ebből azt kapjuk, hogy koncentrációk értékei egy dimenziós szorzókonstanstól 
eltekintve az átmeneti valószínűségekkel egyeznek meg; ahol ez a konstans 
éppen cf [mg 1]. A fenti egyszerű számítás abból is adódik, hogy éppen egyen-
vízszállítású (Q n) sávokat vettünk fel, aminek hasznát a fentiekből is láthatjuk. 
Ezt az előnyt az eredmények kiértékelésekor is közvetlenül hasznosítani fogjuk, 
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2. ábra. A p és q 
mivel a valószínűségi é r ték egyú t t a l a koncen t rác iók é r t éké t is megad ja . N e m 
azonos vízszál l í tású sávok felvétele ese tében a számítás bonyo lu l t abb . Megje-
gyezzük, hogy a kétfé le s zámí t á s azonosságának mélyebb oka i vannak és ez a 
valószínűségszámítás e g y f a j t a l inea r i t á sának a köve tkezménye : az e r e d m é n y 
nem függ a m i n t á k elemeinek számától , és u g y a n í g y — lega lábbis egy b izonyos 
t a r t o m á n y o n belül — a szennyezőanyag tömegé to l sem f ü g g az e lkeveredés 
fo lyamata . 
Az egyenvízszál l í tású sávokra t ö r t é n ő felosztás t e rmésze tes ve le já ró ja az, 
hogy a sávok szélessége szelvényen belül és szelvényről-szelvényre is kü lönböző . 
A 2. á b r á n r a j z o l t u k meg az (i — 1). i. és (i -j- 1). egyenvízhozamű sávokhoz t a r -
tozó c somópon toka t . Az egyenvízhozamű s á v szélessége x ,_ 1 5 X; és x í + 1 a felsőаЯ 
szelvényben és x [_ j , xj, x ] + 1 az alsó Si sze lvényben. A vízszál l í tó sávokat a cso-
mópon tokon á tha l adó v o n a l a k n a k elképzelve a Si sze lvényben a bal o lda l i 
távolság (x'i -(- x \ _ ^ ) \ 2 , a j o b b oldali t ávo l ság pedig (x[ -f- x ' i + 1 ) l 2 . H o m o g é n 
elkeveredési v i szonyoka t fe l té te lezve az i. egyenvízhozamű sávból j o b b r a és 
balra is x'il2 t ávo l ság ra lép ki a szennyezőanyag , ami azt j e len t i , hogy q = p, 
sz immetr ikus eset te l á l lunk szemben. H o m o g é n elkeveredési v i szonyokat a 
Gauss-féle n o r m á l eloszlásfüggvénnyel lehet jellemezni. í g y <p(x) sűrűségfügg-
vény és Ф(х) e loszlásfüggvény mellet t 
о . ) 
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ahol pt és g, az аЯ szelvényből а Si szelvénybe történő áramlás esetére felírandó 
átmenetvalószínűségi mátrix i. sorának (i — 1). és (i -(- 1). eleme, a főátlóba 
természetesen 1 — gt-—j»,- kerül, a többi elem nulla. 
A fenti összefüggésben m é g a t szorul magyarázatra, ami a normális elosz-






2 • L • D, 
(2a) 
(2b) 
ahol D j —- a diszperziós tényező é r t é k e az i. egyenv ízhozamú s á v b a n az оЯ.—Sí szelvény 
k ö z ö t t [m2/s] 
V( az át lagsebesség az i. egyenvízhozamú s á v b a n az Sí—<A sze lvény közöt t [m/s] 
L — az аЯ—Sí szelvény t á v o l s á g a [m] 
<jj — a szé t te rü lés , e lkeveredés mértéke az оЯ.—Si szelvény k ö z ö t t az i. egyenvízhozamú 
s á v b a n [m] 
Abban az esetben, ha az оЯ—Si szakaszt Jí,- vízmélység és я,-szélességi méret 
jellemzi az i. egyenvízhozamú sávban a fo lyó teljes vízhozama Q és ha 
ugyanakkor n egyenlő v ízhozamű sávot ve t tünk fel, akkor p ( és g,- kifejezhető 
az alábbi formában: 
Pt = q,' = 1 - ф 
' f x i 1 Q \ 
2 \Í2n 1 L- Ht • Di ) 
( l b ) 
A gyakorlati számításoknál minden esetben ú g y jártunk el [2, 3] , hogy azegyen-
vízhozamú sávokra való felosztáskor, xt meghatározásakor a vt függélyközép-
sebességet v e t t ü k fel, mégpedig úgy, hogy előzőleg а vt függélysebesség és a víz-
mélység között az alábbi 
= « Я? (3) 
nemlineáris összefüggést határoztuk meg, ahol a és b állandók voltak egy-egy 
folyószakaszra. A (3) összefüggés szerint az egyenvízhozamú sáv szélessége 
naH}+" 
(4) 
Ennek figyelembevételével pt, qt számítására az alábbi egyszerűbb képletet 
kaptuk: 
Pi = 4i = i - Ф 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
J _ J L 
2 n Hf 2-a-L Hbi Dt 
(lc) 
E L K E V E R E D É S I VIZSGÁLATOK A DUNÁN 8 3 
Kersztirányú áramlás mérőszáma
 ; ß = -E-
ß < 1 balrasodródás e se té 
ß » 1 jobbrasodródás e se te 
3. ábra. A keresz t i rányú á ramlások f igyelembevéte lének m ó d j a 
Így rögzített vízhozam (Q) és szakaszhossz (L) esetében csak a vízmélységet és 
a diszperziós tényezőt kell a térképről levenni . Természetesen, hely kijelöléséhez 
és az ábrázoláshoz az xt értékekre is fe l tét lenül szükség v a n [4]. 
A fentiekben említettük, hogy az elkcveredést csak vízszintes síkban vizs-
gálva, nincs módunkban a keresztirányú áramlások figyelembevételére, pedig 
valószínű, hogy ezek az áramlások a szennyezőanyag mozgási pályáját és elke-
veredését is jelentősen befolyásolják. Az előzőekből az is kitűnik, hogy egy-egy 
egyenvízhozamú sávban — szakaszról szakaszra homogén elkeveredési viszo-
nyokat tekintve a p = q, vagyis az átmenetvalószínűségi mátrix szimmetrikus, 
ami az általános megoldás szempontjából kedvező [1], de a valóságban lezajló 
folyamatokkal ez nem mindig egyezik. Ezért a p q viszony jellemzésére 
ß - * - (5) 
q 
hányadost vezettük be. Ha p j> g, akkor ß j> 1, ha pedig p < q, akkor ß << 1. 
Ezzel a szennyezőanyag jobbra, illetve balra sodródását tudtuk modellezni (3. 
ábra). A hidraulikai alapon megrajzolható áramvonalak, v a g y egyenvízhozamú 
sávok helyett így képzeletbeli anyagáramvonal sávok rajzolhatok. 
Ugyancsak minden szelvényben jel lemezni lehet az elkeveredési v iszonyo-
kat a 
Л = P + q (6) 
6 * Miiszaki Tudomány 60, 1980 
8 4 KONTUR I S T V Á N 
összeggel, ami homogén elkeveredési feltételeket tekintve 
A = 2 q = 2 p, i l letve q = p = A/2 
alakban írható fel. 
2. Gyakorlati számítások 
Az elkeveredési modell gyakorlati alkalmazását a Budapesti Műszaki 
Egyetem Vízgazdálkodási és Vízépítési Intézete által készített két megbízásos 
munka során végzett számításokon mutatjuk be [2, 3]. Az egyik esetben az 
Észak-budapesti szennyvízbevezetések vizsgálatával a Fővárosi Csatornázási 
Művek megbízásából foglalkozott az Intézet , a másik esetben a munka a Közép-
Dunavölgyi Vízügyi Igazgatóság anyagi támogatásával a Szabadegyházán 
épülő Kukorica és Szeszgyár tisztított szennyvizeinek partközeli bevezetésével 
volt kapcsolatos. A szennyvízbevezetések környezeti hatásaira, a Duna vízmi-
nőségének lehetőségekhez mért védelméről nem szükséges részletes elemzésbe 
bocsátkozni [4]. Az alábbiakban csak az elkeveredéssel kapcsolatos modellezés 
részleteit tanulmányozzuk. 
Az előző pontban lá t tuk , hogy az első lépés az egyenvízhozamú sávok 
meghatározása. Az észak-budapesti szennyvízbevezetés modellezésekor a te l jes 
keresztszelvényt 20 részre osztottuk fel, v a g y i s Q 20 egyenvízhozamú sávot ha-
tároztunk meg. Az egyenvízhozamú sávok meghatározásának eljárását a 4. 
ábrán mutatjuk be. 
A Budapest feletti Duna-szakaszra végzett helyszíni sebességmérések 
alapján a v ízmélység és a függélysebesség között az alábbi empirikus kapcsola-
tot állapítottuk meg: 
V = 0,2078 • íf0'885 , 
ahol H — vízmélység [m] 
V — a függélyközépsebesség [m/s] 
A fenti összefüggést alkalmazva, meghatároztuk az adott tervezési vízszinthez 
a keresztszelvény vízhozamösszegző vonalát . A vízhozamösszegző vonal maxi-
mális ordinátáját 20 részre osztva, majd ezt a vízhozamösszegző vonalra vissza-
vetítve, megkaptuk grafikus úton az xt egyenvízhozamú sáv szélességeket. E z t 
a szerkesztési menetet mutat ja be a 4. ábra egy kiválasztott Duna keresztszel-
vényben. Az eljárás természetesen elég sok bizonytalanságot tartalmaz, ami a 
függélyközépsebesség és a vízmélység között i meglehetősen durva összefüggés-
ből és a grafikus szerkesztésből is adódik. (Megjegyezzük, hogy a vízhozam-
összegző vonal maximális ordinátája pozi t ív és negatív irányban is eltért az 
adott méretezési vízálláshoz — mérésből, vízhozamgörbéből — meghatározható 
vízhozamtól. De feltételeztük, hogy ez az egyenvízhozamú sávok egyenletes 
kiosztását n e m befolyásolja.) 
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I l y e n módon összesen 22 sze lvényben h a t á r o z t u k m e g az egyenvízhozamű 
e á v o k a t : az ó b u d a i sziget fö lö t t 3, az ó b u d a i sziget mel le t t 2, az Óbuda i sziget 
és a Margi tsz iget közö t t 2, a Margi tsziget men tén 3, a Margi tsziget a la t t 12 szel-
v é n y b e n . Az Óbudai sziget 1 —19 a r á n y b a n , míg a Margi tsziget 9—11 a r á n y b a n 
osz to t t a fel a tel jes keresz tsze lvényt . A számítás s zempon t j ábó l éppen a szigetek 
j e l e n t e t t é k a különlegességet , hiszen a szigetek, min t e lválasz tó fa lak je len tkez-
nek a bolyongás i mode l lben ; a sziget egyik oldaláról a sziget másik oldalára 
nem k e r ü l h e t át s zennyezőanyag részecske. A szigeteket ugyanúgy visszaverő 
f a l a k k é n t model lez tük , m i n t a p a r t o k a t és ez azt je len t i , hogy az á tmene tva ló -
színűségi má t r ixok szerkezete ezeken a szakaszokon speciális a lakú. 
Az első részben a pt és q( é r t ékek re levezete t t ( l a , b , c) összefüggéseket 
a l k a l m a z t u k , de a modellezés egyszerűbbé té te le é rdekében egyes szakaszokat 
összevon tan keze l tünk és így öt ú g y n e v e z e t t / ( p , q) m i n t a f ü g g v é n y t , vagy i s az 
e lkeveredés keresztszelvény m e n t i a l aku lá sá t leíró f ü g g v é n y t v e t t ü n k fel (1. 
t á b l á z a t ) . Az á tmenetva lósz ínűségi m á t r i x p ( , qt elemeit az alábbi f o r m á b a n 
s z á m í t o t t u k : 
Pl = f 'X0fi(P,q) és g, = Я 0 f i ( p , q ) 
1 + P 1 + P 
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1. táblázat 


















í 0,6 0,20 0,60 0,60 0,60 
2 0,85 0,40 0,80 0,75 0,85 
3 0,95 0,70 0,95 0,80 0,95 
4 1,00 0,85 1,00 0,85 1,00 
5 1,00 0,95 1,00 0,95 1,00 
6 0,97 1,00 0,97 0,85 0,87 
7 0,95 1,00 0,95 0,80 0,95 
8 0,90 0,97 0,90 0,75 0.90 
9 0,85 0,95 0,85 0,60 0,85 
10 0,85 0,85 0,85 0,60 0,85 
11 0,85 0,85 0,85 0,75 0,85 
12 0,85 0,85 0,85 0,85 0,85 
13 0,90 0,90 0,90 0,97 0,90 
14 0,95 0,95 0,95 1,00 0,95 
15 0,97 0,97 0,97 0,90 0,97 
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
17 1,00 1,00 1,00 0,97 1,00 
18 0,95 0,95 0,95 0,85 0,95 
19 0,85 0,85 0,85 0,75 0,85 
20 0,60 0,60 0,60 0,60 0,60 
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5. ábra. Szennyezőanyag koncen t rác ió jának a l a k u l á s a a par t tól 140 m- re való bevezetés eseté-
ben (Észak-budapes t i szennyvízt isz t í tó te lep) 
4 I I I i i i 
ú á g| I I 
BUDA 
6. ábra. Szennyezőanyag koncen t rác ió jának a l aku lá sa a par t tól 200 m- re való bevezetés eseté-
ben (Észak-budapes t i szennyvízt isz t í tó te lep) 
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Az észak-budapesti szennyvíztisztító telep tervezett bevezetési helye az 
1655,231 fkm-nél van. Három bevezetési változatot modelleztünk, a Pest i 
parttól: 110, 140 és 200 m-re történő bevezetést . Az 5. és 6. ábrán a 140 és a 200 
m-re történő bevezetés esetében kialakuló szennyeződés-eloszlási vonalakat 
tüntettük fel. Jól látszik, h o g y a szennyeződés szétterülése viszonylag lassan 
következik be, és több kilométeres szakasz u t á n is együtt marad a szennyezési 
csóva. A számítás eredményei elég jó egyezést mutattak a helyszíni jelzőanya-
gos mérési eredményekkel, amelyet a 200 m-es bevezetési helyen végeztek [2]. 
Ez az egyezés a modell és a modellparaméterek helyes fe lvéte lét támasztották 
alá, és lehetőséget adtak arra, hogy csupán számítással kimutassuk a bevezetési 
hely változtatásának hatását a szennyezési csóva levonulására és szétterülésére. 
Ezzel a vizsgálattal kapcsolatban felhívjuk a f igyelmet arra, hogy az ered-
mények jól mutatják a sziget hatást; a keresztszelvény ment i koncentráció el-
oszlás szakadásos függvény. 
A másik szennyvízbevezetési vizsgálat Kulcs község közelében az 1596,1 
fkm-es szelvényben volt. E b b e n az esetben partközeli bevezetést kellett vizs-
gálni, ez különleges feladatot jelentett abból a szempontból, hogy a vízmélység 
és a diszperziós tényező is erősen változik a partmenti sávban, a partmenti 
pangó vizes területeken pedig a szennyezőanyag visszamarad és az elkeveredés 
lassú. Ezért csak a partmenti sávot modelleztük, hogy így mintegy kinagyítva 
ezt a részt, az elkeveredési folyamatokról pontosabb képet alkothassunk. 
A D B , , 0 " vízszintre végezve a vizsgálatokat a teljes vízhozam Q = 1160 
[m3/s] volt ezt 80 részre osz tva AQ — 14,5 [m3/s]. Tehát AQ = 14,5 [m3 /s]-es 
egyenvízhozamú sávokat v e t t ü n k fel, de csak a szelvény negyedrészét model-
leztük, természetesen azzal a feltétellel, hogy a víz felőli csatlakozásnál elnyelő 
fal van ellentétben a parti oldallal. Az egyenvízhozamú sávok meghatározása-
kor a már elmondott módszert követtük. Az i t t végzett mérések alapján a füg-
gélyközépsebesség és a v ízmélység közötti összefüggés az alábbi volt: 
V = 0,212 • fí0'8'«. 
Természetesen, azonban a keresztszelvényben, ahol a teljes keresztszelvényre 
terjedő mederfelvétel és sebességmérés rendelkezésre állt, ezekből szerkesztet-
tük meg a keresztszelvény vízhozamösszegző vonlakat, és határoztuk meg az 
egyenvízhozamú sávok határát a 4. ábrán látot t szerkesztéshez hasonlóan. 
A helyszíni jelzőanyag diszperzió mérések azt mutat ták [3], hogy a part-
tól 30 m-re a diszperziós t é n y e z ő értéke, D = 0,03 [m2/s], míg a parttól 50 m-re 
és annál beljebb ez az érték D = 0,036 [m2 /s]. Ezeket az értékeket elfogadva 
és a közöttük való változást lineárisnak feltételezve, számítottuk a p ; és érté-
két szelvényről-szelvényre. A szelvények egymástól való távolsága ebben az 
esetben végig, L = 500 [m] vol t . 
A szennyezőanyag számítógépes vizsgálatát a D u n a 1596 100 és 
1590 4- 100 f k m közötti szakaszára végeztük el. A lehetséges bevezetési pon-
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Távolság a jobb parttól ( m ) 
7. ábra. Szennyezőanyag koncen t rác ió jának keresztszelvény menti a laku lása pa r t közeli be-
vezetés esetében (X = 50 m ) 
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Távolság а jobb parttól, (m) 
8. ábra. Szennyezőanyag koncentrációjának alakulása partközeli bevezetés esetében ( X = 35 m) 
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t o k á t felvéve (11 [m] , 27 [m], 35 [m], 43 [m] , 50 [m], 56 [m] , 62 [m], 69 [ m ] , 
72 [m] a j obb p a r t t ó l ) m e g h a t á r o z t u k a szennyezőanyag koncen t rác ió ke resz t -
szelvény és hosszszelvény szer in t i a lakulásá t . A 7. és 8. á b r á n m u t a t t u n k b e a 
feldolgozások közü l ke t tő t . Az egyik ábrán a szennyezőanyag keresz tsze lvény 
m e n t i eloszlását l á t j u k , míg a más ikon az azonos koncen t rác ió jú vona laka t r a j -
zo l tuk meg a D u n a he lysz ín ra jzán . A szennyvízbevezetés m ű s z a k i részleteivel 
és értékelésével i t t nem fogla lkozunk. 
Az á b r á k o n l á t ha tó , hogy a pa r t közelében az elkeveredés sokkal l a s s ú b b 
a szennyezőanyag a p a r t m e n t i s á v b a szorul. E z e k az e redmények j ó egyezésben 
v a n n a k a v a l ó s á g b a n t a p a s z t a l h a t ó f o l y a m a t o k k a l , ami a sz tochasz t ikus b o -
lyongási e lméleten alapuló elkeveredési s z á m í t á s o k helyességét t á m a s z t j a a l á . 
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Investigations on Pollut ion-Mixing in the Danube. Research inves t iga t ions have been 
carr ied out for several yea r s by the I n s t i t u t e of Water M a n a g e m e n t and H y d r a u l i c Engineer-
ing, Technical U n i v e r s i t y of B u d a p e s t relating t o t h e mixing of po l lu t ions discharged 
in to the Danube. To t he t ransverse and longi tudinal m i x i n g and to the sp r ead ing of the impu-
rit ies ill the river, a m o d e l of the r a n d o m rambling of t h e f low has been cons t ruc t ed . In th i s 
pape r the extension of ideas of the t h e o r y of probabi l i ty h a s been cont inued to develop: t h e 
ef fec t of the t ransverse change of the coeff ic ient of d ispers ion, the changes of t h e cross cur ren ts 
and wa te r dep th h a v e been analysed. T w o methods of t h e special appl icat ion of the r a n d o m 
walk model are p r e s e n t e d : the f i rs t one is the case w h e r e also holms arc t o be found in t he 
r iver , arid the second where the discharge of the impur i t ies originated f r o m t h e coastal zone 
t akes place. The ca lcu la t ions t reat ing t h e process of m i x i n g are carried out fo r t w o dimensions 
and using vertical i n t eg ra l mean which, in case of large r i v e r s , as is the case o n t he Hungar ian 
s t r e t ch of the Danube , is a permissible approximat ion . 
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Schmutzs tof fvermischungsunte rsuc l iungen i m Donauwasser . — Durch die Fo r schungs -
anstal t f ü r Wasse rwi r t scha f t u n d Wasserbau d e r Budapes te r Techn i schen Univers i t ä t werden 
über die Vermischung der in die Donau ge le i t e ten Verunre in igungen seit m e h r e r e n J a h r e n 
U n t e r s u c h u n g e n du rchge füh r t . F ü r die Quer- u n d Längsvermischung und V e r b r e i t u n g der 
Schmutzs to f fe wurde ein Modell zufälliger S t r ö m u n g angewandt . I n der vorliegenden A b h a n d -
lung wird die Verbre i tung des Wahrschein l ichkei t sgedankens fo r tge se t z t : es wird de r E f f e k t 
der Ä n d e r u n g des Dispersionskoeffizienten in Que r r i ch tung sowie d e r Änderung der Quers t rö-
mungen u n d de r Wassert iefe un te r such t . Zwei spezielle A n w e n d u n g e n des Models d e r zufälli-
gen S t r ö m u n g werden darges te l l t : die erste gilt f ü r den Fall, wo s ich in dem St rom a u c h Inseln 
bef inden, u n d die zweite f ü r d e n Umstand , wo es sich um die Zu le i tung von Schmutzs tof feD 
in Ufe rnähe hande l t . Der Vermischungsver lauf w i r d durch die Berechnungen in zwei Dimen-
sionen u n t e r s u c h t : es werden senkrechte I n t e g r a l d u r c h s c h n i t t s w e r t e angewandt , w a s i m Fall 
von sehr b r e i t e n Strömen wie der ungarische A b s c h n i t t der D o n a u , eine zuläßige N ä h e r u n g 
darstel l t . 
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KIEGÉSZÍTÉSEK A KÖRÍV KÖZÉPVONALÚ RUDAK 
CSAVARÁSI FELADATÁVAL KAPCSOLATRAN 
E C S E D I I S T V Á N * 
[ B e é r k e z e t t : 1981. ápr i l i s 24-én] 
E t a n u l m á n y á l l andó k e r e s z t m e t s z e t ű k ö r í v középvona lú r u g a l m a s anyagú r u d a k 
ú g y n e v e z e t t „ e g y e n l e t e s " c sava rá s i f e l a d a t á v a l fogla lkozik . A t a n u l m á n y e r e d m é n y e i 
t öbbszö rösen összefüggő k e r e s z t m e t s z e t ű r u d a k k a l k a p c s o l a t o s a k . A kör ív k ö z é p v o n a l ú 
r ú d csava rás i merevségére v o n a t k o z ó alsó és fe l ső kor lá tok b i zony í t á sa i d ö n t ő e n a 
Schwarz- fé le egyenlő t lenség a lka lmazásán a l a p u l n a k . 
1. Bevezetés, e lőzmények 
E tanulmány állandó keresztmetszetű körív középvonalú rugalmas anya-
gú rudakkal foglalkozik. 
A rúd keresztmetszete a (p - f l)-szeresen összefüggő síkbeli T tartomány. 
A rúd végső A és В keresztmetszeteit FA = Fez és F B = — Fez erűk terhelik. 
Az Fa és F B erű hatásvonala a z tengely (1. ábra). 
A rúd bármelyik keresztmetszetének igénybevétele a keresztmetszet sík-
jába eső olyan erő, amelynek hatásvonala a z tengely és nagysága F. 
A vonatkozó irodalom a fentiekben vázolt feladatot a körív középvonald 
rúd úgynevezett „uniform torsion" egyenletes csavarási feladatának nevezi. 
Az egyszeresen összefüggő keresztmetszetű körív középvonalú rúd azon 
feladatával mikor is az egyes keresztmetszetek igénybevétele olyan erő, amely-
nek hatásvonala a z tengely, számos tanulmány foglalkozott. 
Körív középvonalú rúd egyenletes csavarási feladatának megoldására 
feszültségfüggvényt I . H. MICHELL alkalmazott elsőnek [1]. Ő téglalap kereszt-
metszetet vizsgált. 
0 . GÖHNER a fenti problémát a fokozatos közelítés módszerének alkalma-
zásával oldotta meg, tömör kör-keresztmetszet esetében [2]. Ez a megoldás 
megtalálható S . P . TIMOSHENKO és I . N . GOODIER könyvében is [6]. 
Az 0 . GÖHNER által kidolgozott fokozatos közelítő eljárást téglalap alakú 
keresztmetszetre G . LIESECKE alkalmazta [ 3 ] . 
Kör keresztmetszetű körív középvonalú rúd „egyenletes" csavarási fel-
adatának zárt alakú megoldását W. FREIBERGER adta meg [7]. 
* Dr . Ecsedi I s t v á n , 3531 Miskolc, Vászonfehér í tő ú t 24. TV/1. 
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A prob lémakör re l kapcso la tban k iemelkedő H. L. LANGHAAR [8] t a n u l -
mánya . Ó a kiegészítő energia funkc ioná l la l kapcsolatos min imum t é t e l alkal-
mazásáva l o ldo t t a meg az egyszeresen összefüggő keresz tmetsze tű kö r ív közép-
vonalú r ú d „egyen le te s" csavarás i f e l a d a t á t . T a n u l m á n y a az á l ta lános esetre 
levezete t t összefüggések a lka lmazásá t t é g l a l a p keresz tmetsze ten szemlé l te t i . 
Négyszög keresz tmetsze t re v o n a t k o z ó anali t ikus megoldásoka t t a l á l u n k 
F . TRICONNI [ 4 ] é s I . S T E I N [ 1 3 ] t a n u l m á n y a i b a n . 
H. L. LANGHAAR e r edményé t h o m o g é n , de an i zo t rop a n y a g r a P . P. 
CHATAJI [ 9 ] á l t a l á n o s í t o t t a . 
A n i z o t r o p heterogén anyagú kör ke resz tme t sze tű kör ív középvona lú rúd 
csavarási p r o b l é m á j á v a l kapcso l a tban kiemelkcdőek m é g Sz. G. LEHNICKIJ 
eredményei ([14], [15]). T a n u l m á n y a i a vona tkozó mezőegyenle tek levezetésé t 
is i smer t e t ik ál talános a l a k ú egyszeresen összefüggő ke resz tme t sze tek re . 
A prob lémakör re l kapcso la tban fő leg a sz i lárdságtani a lka lmazások tekin-
te tében emlí tésre mé l tóak még a ([5], [16] , [17]) t a n u l m á n y o k . 
K ö r ke resz tmetsze tű kör ív középvona lú rúd egyenle tes csavarás i problé-
má jáva l kapcso la tban is igen ér tékes megjegyzéseket t a r t a l m a z n a k I . N. 
GOODIER é s G . I . A N C K E R t a n u l m á n y a i ( [ 1 0 ] , [ 1 1 ] , [ 1 2 ) . 
A [18], [19] t a n u l m á n y o k a kör ív középvonalú r ú d feszültség á l l apo tá t 
leíró feszül t ség függvény előáll í tására a var iác iószámí tás különböző d i r ek t mód-
szereit a lka lmazzák . 
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A jelen t a n u l m á n y elsődleges célja a homogén , izotrop a n y a g ú , többszörö-
sen összefüggő keresz tmetsze tű , kör ív középvona lű rúd egyenle tes csavarási 
p r o b l é m á j á v a l kapcsola tos m a t e m a t i k a i ke rü l e t é r t ék feladat fe lá l l í tása . 
A t a n u l m á n y ú j foga lmat is ér telmez, a m e l y e t kör ív középvona lú rúd csa-
va rá s i merevségének nevez. A csavarás i merevséggel kapcso l a tban olyan egyen-
lőtlenségi relációk nyernek b izony í tás t , amelyek a l ap ján alsó és felső kor lá tok 
képezhe tők a csavarás i merevség számértékére . 
Ű j e redmények — a szerző véleménye sze r in t — elsősorban a többszörö-
sen összefüggő ke resz tmetsze tekre vonatkozó á l ta lános í tások és a csavarási m e -
revségre ado t t ko r l á tok . 
2. Fontosabb jelölések 
r, <p, z h enge rkoo rd iná t ák , 
e r , e^,, e2 egységvektorok , 
T (p + l )-szeresen összefüggő síkbeli t a r t o m á n y , 
дТ = дТ0 + dTi + • • • + дТр a T t a r t o m á n y ha t á rgö rbé j e , 
(i = 0, 1, 2, . . . p) Egyszerű , különál ló zár t görbék, 
T j a 'dTi zár t görbe á l ta l ha tá ro l t ko r l á tós síkbeli t a r t o m á n y 
s a d T görbén mér t í vkoord iná ta , 
t = trer -f í2e2 a í)T görbe ér intő egységvektora , 
n = n r c r + n2e2 a QT görbe normális egységvektora , 
R = re r + se2 he lyvek tor , 
Э Э 
V = —— e r - )—— e2 Hami l ton- fé le di f ferenciál -operátor , 
or dz 
,, - " k é t vek tor skalár is szorza tának jele, 
, , X " ké t vek tor vektor iá l i s szorza tának jele, 
ст
г
, <т2 derék feszül tségek, 
r
rtpi rzy Trz csúszta tó feszül tségek, 
£ r , е г fa j lagos nyú lások , 
Угу yfz' Vrz fa j lagos szögvál tozások 
u, V, w e lmozdulások, 
F erő 
U = U(r, z) feszül t ségfüggvény, 
C( (i = 1, 2, . . . n) az U — U(r, z) feszül tségfüggvénnyel kapcso la tos á l l andók , 
К kiegészítő energia, 
Jf módos í to t t kiegészítő energia, 
Л Lagrange-fé le mul t ip l iká to r , 
V = y>(r, z) segédfüggvény, 
V — V(r, z) segédfüggvény, 
Df (i — 1, 2, . . . n) а V = V(r, z) f ü g g v é n n y e l kapcsolatos á l landók, 
S „ c s a v a r á s i " merevség, 
H = H(r, z) segédfüggvény, 
L , ( i = 1, 2, . . . p) a H = H(r, z) f ü g g v é n n y e l kapcsolatos á l landók, 
с = c(r, z) segédfüggvény, 
b = b r(r, z)er + bz(r, z) e2 síkbeli vek to rmező . 
Az egyéb mennyiségeket , vá l t ozóka t a szöveg értelmezi. 
3. Mechanika i a lapok 
A ruga lmasság tan i p rob lémáva l kapcsolatos egyenletek real izá lására jelen 
e se tben az r, cp, z hengerkoord iná ta rendszer t h a s z n á l j u k . 
A vona tkozó szakirodalom a k á r a ruga lmas anyagú , a k á r a képlékeny 
a n y a g ú körív középvona lú , á l landó keresz tmetsze tű rúd egyenletes csavarási 
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p r o b l é m á j á t vizsgálja, a r ú d feszültség á l lapotával kapcso la tban , az a l á b b i elő-
zetes fe l tevéseket h a s z n á l j a : 
a) a feszül tségál lapot független a cp poláris szögtől , 
b ) a r ú d minden p o n t j á b a n a d e r é k feszültségek és a r r 2 c súsz ta tó feszült-
ség zérus , azaz 
ar = o<p — az = rrz = 0 . 




rv(r, 2 ) , r2f = т2ф ( r , z ) 
E t a n u l m á n y a többszörösen összefüggő ke resz tmetsze tű k ö r í v közép-
vonalú r ú d egyenletes csavarás i f e l a d a t á n a k azon mego ldásá t a d j a m e g , amikor 
is a r ú d feszül t ségá l lapota a f en t i ekben eml í te t t a) és b) fel tételt kielégí t i . 
A j e l en f e l ada tban a mechanika i egyensúly szükséges fel té telei a követ-
kező egyenle tekre v e z e t n e k ([14], [15] ) : 
- | ~ ( г 2 т
Г 9 ) + - | - ( г 2 т 2 , ) = 0 ( r , z ) € T , (3.1) 
ÖT ÖZ 
Trrnr + TZTnz = 0 ( r , z ) é B T , (3.2) 
Jr Tnp dT = 0 , (3.3) 
jTr ZfdT=F, (3.4) 
J T ( 2 rrq> — rTZlp) dT = 0 . ( 3 . 5 ) 
Jelölje 
V = — e r + — 
dr dz 
a Hami l ton- fé le d i f fe renc iá loperá tor t , 
,, . ,, a k é t vektor ska lá r i s szorzatá t , 
n = nrer -f- n 2 e 2 a dT h a t á rgö rbe n o r m á l i s egységvektorá t , s a dT g ö r b é n mért 
í v k o o r d i n á t á t (2. á b r a ) . 
A (3.1) és a (3.2) egyenletek a 
% = T r 9 e r + GTe2 (3-6) 
vek to r segítségével a köve tkező m ó d o n is fe l í rha tok: 
V - ( ^ ) = 0 R ( T , (3.7) 
x f . n = 0 R ^ T . (3.8) 
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p = 2 
з т = эт0 »эт, + ат2 
2. ábra. Többszörösen összefüggő ke resz tmetsze t 
Következőkben bebizonyítjuk, hogy a (3.7) statikai egyensúlyi egyenletet és a 
(3.8) stat ikai peremfeltételt egyaránt kielégítő, a keresztmetszet síkján meg-
oszló = т
ф
 (R) csúsztató feszültségek statikailag egyenértékűek egy olyan 
erővel, amelynek hatásvonala a z tengely és nagysága F. 
azonosságból integrálással és a Gauss-féle integrálátalakítási szabály alkalma 
zásával az alábbi egyenletet tudjuk levezetni: 
Ez utóbbi egyenletből az következik, hogy a csúsztató feszültségek eredője csak 
függőleges hatásvonalú lehet. 
Annak bizonyításához, hogy a csúsztató feszültségek eredőjének hatás-
vonala a z tengely, a következő egyenletre van szükségünk, amely a (3.7) egyen-





2zr + r z V - x = 0 . (3.12) 
Másrészt viszont 
V • (rzxv) = zTrf + rx,9 + r z V • t ç . (3.13) 
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A (3.12) és (3.13) egyenletek kombiná lásáva l a köve tkező egyenlethez j u t u n k 
V • ( r z \ ) = rcZf - z T r r (3.14) 
A fen t i egyenletből in tegrá lássa l és a Gauss-féle in t eg rá lá t a l ak í t á s i té te l alkal-
mazásáva l a köve tkező egyenle te t k a p j u k : 
J T ( Г Т 2 9 - zrrf) dT = J 8 T N - T Ç rzds — 0 . (3.15) 
E z e n egyenletből m á r k io lvasha tó b izonyí tandó á l l í tásunk helyessége. 
Mivel a levezetések során csak az egyensúlyi fe l té te leke t a l ka lmaz tuk a bizo-
n y í t o t t állítás érvényessége n e m korlátozódik homogén l ineár isan rugalmas 
anyagú rúdra , sőt az a lakvá l tozások és elmozdulások nagyok is l ehe tnek . 
4. A feszül t ségfüggvényre vona tkozó feladat 
A (3.1) mechan ika i egyensúlyi egyenlet á l ta lános megoldásá t az a lábbi képlet 




r z r = 
r2 dz 






ahol U = U(r, z) va lamely lega lább kétszer fo ly tonosan d i f ferenciá lha tó egyéb-
k é n t tetszőleges ké tvá l tozós f ü g g v é n y t jelöl. 
A (3.2) mechan ika i pe remfe l t é te l kielégítése az a lábbi egyenle t re veze t : 
T





1 dU dr 






= 0 n e a r . 
A fen t i egyenlet levezetésénél fe lhasznál tuk , hogy 
dz 
n = nr er -f- nz ez = — -— e r -(- A 
ds 
(4.4) 
A (4.3) peremfe l té te l akkor v a n kielégítve, ha U = l / ( r , z) a dT0, dT, . . . 
. . . dTp pe remgörbéken á l l andó é r t é k ű : 
c/ = c 0 R e a r 0 , (4.5) 
Ï7 = C, R €d Tj, (4.6) 
(i = 1 , 2 , . . . p ) . 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
K I E G É S Z Í T É S E K A K Ö R Í V K Ö Z É P V O N A L É R U D A K CSAVARASI F E L A D A T A H O Z 99 
Mivel [7-ból és (17 + C)-hől (С tetszőleges valós állandó) származtatott feszült-
ségállapotok megegyeznek, a C0 állandót választhatjuk zérusnak is. A követke-
zőkben a C0 állandót minden esetben zérusnak tekintjük. 
A keresztmetszet igénybevétele, az F erő az U = U(r, z) feszültségfügg-
vénnyel az alábbi módon fejezhető ki: 
(4.7) 
F = ( \ f f AíJLj dT + 2 Г —dT 
J T J T * dr JT dr \ j* ) JT т* 
P С n 
i=i Jqt( t 
A (4.7) képlet még tovább alakítható a Gauss-féle integrálátalakítási szabály 
alkalmazásával, hiszen 
f v<" = 2 [ 
JdTi r Ji 
dT 
t , A 
( i = 1 , 2 , . . . p ) . 
(4.8) 
A fenti képletekben az integrálás a t)T( (i — 1, 2, . . . p) görbéken az óramutató 
járásával megegyező értelemben történik. 




A feszültségfüggvényt meghatározó kerületérték-feladat felállításához az alak-
változási energia minimum tételét használjuk. A rúd azon darabjának alakvál-




2 g J t 
r(r% + rjJdT. (4.10) 
A (3.1), (3.2), (3.4) egyensúlyi feltételeket kielégítő feszültség állapotokat tekint-
ve a (4.10) kifejezés az alakváltozási energia minimum elve szerint a kompatibili-
tási feltételeket kielégítő xrKf = trç)(r, z), xzip = xZf(r, z) feszültségeknél minimális 
értékű. 
A (4.10) alakváltozási energia a (4.5), (4.6) peremfeltételeket kielégítő 
U = U(r, z) feszültségfüggvénnyel az alábbi alakban adható meg: 
* = — f - í 
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A feszül tségfüggvénnyel kapcsola tos kompat ib i l i t á s i fe l té teleket a (4.11) funk-
cionál s tacionar i tás i fel té tele szo lgá l ta t ja . A (4.11) funkcionál értelmezési t a r -
t o m á n y á t a T + dT zá r t t a r t o m á n y b a n legalább egyszer, a T t a r t o m á n y b a n 
pedig legalább ké t sze r fo ly tonosan di f ferenciá lható , az 
U = OR£dT0, (4.12) 
U — CJ R € ЗТ/, (4.13) 
(i = 1 , 2 , . . . p ) 
peremfel té te leket és az 
mellékfel tétel t kielégítő ké tvá l tozós U = U(r, z) f üggvény t a lko t j ák . 
A (4.11) funkc ioná l s tac ionar i tás i fe l té te lének levezetéséhez — tek in te t t e l 
a (4.14) mellékfel tételre — a Lagrange-féle mul t ip l iká to r -módszer t alkalmaz-
t u k . A mellékfeltétellel módos í to t t funkcionál 
дк 
+ 
K= 1 1 ^ J D T K Г- ОП J T K 
A (4.16) egyen le tbő l a var iác iószámítás s zabá lya inak az a lka lmazásával az 
a lábbi egyenleteket k a p j u k : 
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J a T ( r3 dn Jr , r3 
( i = 1 , 2 , . . . p). 
Az eddigi eredményeinket az alábbiakban tudjuk összegezni: 
Körív középvonalú többszörösen összefüggő keresztmetszetű homogén 
izotrop lineárisan rugalmas anyagú rúd egyenletes csavarási fe ladata az alábbi 
kerületérték-feladatra vezet: 
— = 0 R C T , (4.19) 
(r3 
U = 0 R £ dT0 , (4.20) 
и = , ,(4.21) 
'aTf r3 dn JT, 
Г ± Ë E d s = 2 3 L g [ 1 ± ~ , (4.22) 
J r, r r3 
( i = 1 , 2 , . . . p ) . 
A (4.19) és a (4.22) egyenletekben szereplő A multiplikátort a (4.14) egyenlet 
alapján tudjuk meghatározni. 
5. A X inultiplikátor mechanikai jelentése 
А а
г
 = Оф = а
г
 = т
Г2 = 0, valamint а (4.1), (4.2) egyenletekből az álta-
lános Hooke törvény és a geometriai egyenletek alkalmazásával a következő 
összefüggések adódnak: 
du 
o , p 
1 dv 
dr <f r d<p 
dtv 
~dz 






1 du V 















A fent i egyenletekből következik, hogy az elmozdulás vektor u, v, w koordiná-
táit az alábbi alakban tudjuk megadni ([7], [20]): 
и = 0, (5.7) 
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V = v(r, z), (5.8) 
w — kcp (k = állandó). (5.9) 
A V = v(r, z) függvényt v(r, z) = rip(r, z) alakban írhatjuk. A 
dw i 1 1 a u . . . . . 
( 5 Л 0 ) 
ду>
 t к 1 1 1 a u . . . . . 
= + ( 5 Л 1 ) 
egyenletekből a következő két egyenlet nyerhető: 
df í í a u 
dr G r3 dz 
dy> 1 1 a u _ ^ 
dz ~ G r3 dr r2 
(5.12) 
(5.13) 
Az elmozdulásmező egyértékűsége megköveteli , hogy а у = z ) függvény 
a T tartományban egyértékű legyen. Ennek szükséges és elégséges feltétele, 
hogy az (5.14) és (5.15) egyenletek fennálljanak: 




* L d r + * L d z \ = 0 , (5.15) 
ar a« I 
Az (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) egyenletek kombinálásával a feszültségfüggvény-
nyel kapcsolatos alábbi kompatibilitási egyenleteket kapjuk: 
V - ( A y u j 0 R Ç T , (5.16) 
Г (5.17) 
J a r , r3 dn JT{ r3 
(i= 1 , 2 , 3 , . . . p). 
Az (5.17) formula levezetésénél a következő egyenletet alkalmaztuk: 
- Г - d z = f ± n r d s = - k f ± l ± \ d T = 2kf (5.18) 
Jar, r2 Jar, r2 JTtdr i r 2 | Jr, r3 
(i = 1 , 2 , . . . p ) . 
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A (4.19), (4.22) egyenleteknek az (5.16), (5.17) egyenletekkel va ló összevetésé-
ből a 
А = к (5.19) 
egyenlet következik. Minthogy а к ál landót az (5.9) képlettel v e z e t t ü k be, annak 
mechanikai jelentése nyilvánvaló. 
6. A csavarási merevség 
Az (5.9) és az (5.19) egyenletből az következik, hogy két egymássa l egy-
ségnyi szöget bezáró meridián s íkban levő keresztmetszet egymáshoz viszonyí-
to t t z tengely irányú elmozdulása k. 
A lineáris mezőegyenletek és peremfeltételek következménye , hogy а к 
fajlagos elmozdulás és az erő F k ö z ö t t 
F=Sk (6.1) 
alakú összefüggés érvényes. 
Az egyenletes csavarásnak k i t e t t kör középvonalú rúd csavarási merev-
ségét az 
s
 = í <"> 
képlette l értelmezzük. 
Legyen 
U(r, z) = kGV(r, z). (6.3) 
A fent i V = F(r, z) függvényre vonatkozó kerületérték-feladat a (4.19), (4.20) 
(4.21), (4.22), (5.19), (6.3) egyenletek kombinálásával nyerhető: 
4 H + 4 - = ° R e r , 
r3 ! r3 
(6.4) 
V= 0 R<EdT0, (6.5) 
v = D t R e a r , , (6.6) 
1
 ^ А - 2 Г
 d T
 , 
r3 dn JT l r3 
(6.7) 
(D, = állandó), 
( i = 1 , 2 , . . . p ) . 
' а г, 
A (6.4), (6.5), (6.6), (6.7) egyenletek által kijelölt kerületérték fe ladat megoldá-
sának ismeretében a fontosabb mechanikai mennyiségeket az a lábbi módon 
tudjuk megadni: 
Gk dV Gk dv 
^ = = , (6.8), (6.9) 
8 * Műszaki Tudomány 60, 1980 
1 0 4 ECSEDI ISTVÁN 
Gk __, 
= *7*er + rzipez= W x e 9 , 
F=Gk\2 j f Z . d T + 2 
JT ^ í=i Ji 
dT 
Ez utóbbi képletből kiolvasható, h o g y 
V 




A következőkben kimutatjuk, h o g y S nem l e h e t negatív. 
A szorzat f ü g g v é n y deriválásával kapcsolatos Leibnitz tétel alkalmazásá-
val azt írhatjuk, h o g y 
— V F 
r3 
1 2 F 
= — V F - V F — . (6.13) 
r 3 r 3 
A (6.13) egyenletből integrálással és a Gauss-féle integrálátalakítási szabály 
alkalmazásával az a lábbi egyenletet nyerjük: 
Г - 1 | V F | 2 d T = 2 Г Z-dT + 2 ^ D i [ 
Jt r 3 JT r3 JT. r> 
(6.14) 
Az u tóbbi egyenletből a (6.12) formula fe lhasználásával kapjuk az igen értékes 
[VF|2 
S = G 
f r 
dT (6.15) 
képletet . A (6.15) kép le tbő l k io lvasható , hogy S sohasem lehet n e g a t í v és csak 
akkor l ehet S zérus, h a F(R) = 0 £ R T + dT. 
7 . Korlátok a csavarási merevségre 
Kimuta t tuk , h o g y az S csavarási merevség szigorú kiszámítására a (6.12) 
képlet szolgál. Ehhez azonban meg kell oldani sz igorúan a (6.4) — (6.7) kerület -
értékfeladatot , ami á l ta lában igen fáradságos m u n k á t igényel. Ezért lemondunk 
S szigorú értékének meghatározásáról és csupán arra törekszünk, h o g y azt alsó 
és fe lső korlátok közé szorítsuk. 
7.1. Alsó korlát. Fennáll az a lábbi egyenlőt lenségi reláció 
S^G 
Г J L d T + 2 ^ L C 
J t r S Ji 
dT>2 
Ti r 3 
j ±\VH\4T 
(7.1) 
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ahol H — H(r, z) a T -)- dT zárt tartományban folytonos, a T tartományban 
szakaszonként folytonosan differenciálható, a dT0 görbén eltűnő, а dTt (í = 1 , 
2, . . . p) belső peremgörbéken állandó L, értéket felvevő — F(R) = L, R £ dTt — 
a T dT zárt tartományban nem azonosan zérus, egyébként tetszőleges két-
változós függvényt jelöl. 
Bizonyítás: a Schwarz-féle egyenlőtlenségi reláció alapján 
"
 d T \ 2 
JT 
í r № d T ) r i z 
J t r 3 U T R 
I v v f dT (7.2) 
A (7.2) egyenlőtlenség jobb oldalán szereplő integrált átalakítjuk: 
f v g v F d T = [ - I H W 
J T R3 J T I I"3 
dT -
[ HV-(±vv]dT=f H ^ ^ - d s 
J T r* j JaT r3 dn 
+ 2 Г — dT = L, Г i - ^ d s - f 
J t r3 Ú J9t, r3 dn 
f = 
J T R3 
+ 
= 2 • » dT + Í L , f * 




A (6.15) képlet a (7.2) egyenlőtlenség és a (7.3) egyenlet kombinálásával 
közvetlenül a bizonyítandó (7.1) egyenlőtlenségi relációt nyerjük. 
7.2. Felső korlát. Legyen b = b(R) = br(r, z)er + bz(r, z)e2 olyan r, z sík-
beli vektormező, amely eleget tesz az alábbi feltételeknek: 
4 » l + 4 
1 
— b • n ds = 2 
'ar , r3 JT, 




t , " ^ 
(í = 1 , 2 , . . . p ) . 
Fennáll az 
S<,G Í - I b 2 






Bizonyítás: a Schwarz-féle egyenlőtlenség alkalmazásával írhatjuk, hogy 
( j - L Ь - V F « r ) '
 á ( f A b . Л-) . ( f 1 I V F P « Г ) . (7 .7) 
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A fenti egyenlőtlenség bal oldalán szereplő integrált a szorzatfüggvény derivá-
lási szabályának és a Gauss-féle integrálátalakítási tételnek az együttes alkal-
mazásával átalakítjuk: 
J i b - v ^ a r - J V 
_ f FV • í— bI dT = Г — ( b - n ) d s + (7.8) 
Jr l7"3 I Jar r3 
A (6.12), (6.15) képletek, a (7.7) egyenlőlenség és a (7.8) egyenlet kombinálásá-
val közvetlenül a bizonyítandó (7.6) egyenlőtlenségi relációt nyerjük. 
7.3. Legyen с = с (r, z) a T + dT tartományban folytonosan differenciál-
ható egyértékű skalár függvény . 
Fennáll az 
S<,G j J r3 | vc | 2 dl1 - 2 J r у dT + J — dT) . (7.9) 
egyenlőtlenségi reláció. 
Bizonyítás: rövid számolással kimutatható, hogy a 
Ь = b(r, z) = r\c X e , + rer (7.10) 
alakú b = b(r, z) vektor, ahol с = c(r, z) differenciálható egyértékű kétváltozós 
függvényt jelöl , kielégíti a (7.4), (7.5) egyenleteket. A (7.10) alakú b = b(r, z) 
vektorral a (7.6) egyenlőtlenségi relációból az S csavarási merevségre a (7.9) 
felső korlátot nyerjük. 
A (7.9) egyenlőtlenségből с = 0 helyettesítéssel az 
S ^ G Í — (7.11) 
J T R 
korlátot nyerjük. 
Legyen с Ф állandó. A (7.9) egyenlőtlenségi reláció alapján írhatjuk, 










« 2 = r3 I Vc | 2 d r , (7.13) 
J t 
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A p változó alkalmas megválasztásával a (7.12) egyenlőtlenség jobb oldala 
minimálissá tehető. A szóban forgó minimum értéke alapján az S csavarási me-
revségre vonatkozó az alábbi korlátot írhatjuk: 
If, Г dT U r 
r — d r } 2 
dz 
j^ , r3 |Vc|2 dT 
(7.15) 
A fenti formulából с = xz (x zérustól különböző állandó) függvénnyel 
számolva kapjuk az igen egyszerű szerkezetű 
Г dT 
Jr r 
( W l 
PdT 
(7.16) 
felső korlátot az S számértékére. 
7.4. A 3. ábra üreges négyzet keresztmetszetet szemléltet. 
Alsó korlát képzésére az alábbi függvényt alkalmazzuk: 
Щ 
" 4 : : 




A T tartomány T = T* + T* + T* + T* felbontását is a 3. ábra szemlélteti. 
A (7.17) alakú függvény (7.1) egyenlőtlenségi relációba való helyettesítésével 
az S csavarási merevségre az alábbi alsó korlátot nyerjük: 






3. ábra. Üreges négyzet a lakú keresz tmetsze t 
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Az S csavarási merevség számára vonatkozó felső korlát képzésére a (7.11) 
egyenlőtlenségi relációt használva az 
S < l ,23Ga (7.19) 
eredményt nyerjük. 
A (7.18) és (7.19) eredmények összevetésével írhatjuk, hogy 
l,14Ga < S < l,23Ga. (7.20) 
Noha a fent i keresztmetszetre vonatkozólag nem ismerjük a (6.4), (6.5), (6.6), 
(6.7) egyenletek által kijelölt kerületérték feladat megoldását, így S értékének 
meghatározására nem használhatjuk a (6.12) képletet. 
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Contribution to the Torsion Problem of Bars with Circular Centre-line. — The so-called 
u n i f o r m torsion p rob l em of elast ic b a r s having a c i rcu lar centre-line a n d cons t an t cross sect ion 
is deal t wi th . T h e resul ts of the p a p e r relate to t h e b a r s of cross sect ion of manifold in te rcon-
nect ions. The p roofs of the lower a n d upper l imits re la t ing to the t o r s iona l st iffness of a b a r 
hav ing a circular centre-line are p r e d o m i n a n t l y based on the Schwarz- inequal i ty . 
Beitrag z u m Torsionsproblem von Stäben mit Kreismittellinie. — E s wird das sog. gleich-
mäßige Tors ionsproblem von S t ä b e n aus elast ischem Material , mi t k o n s t a n t e m Querschn i t t 
u n d kreisförmigen Mittellinie b e h a n d e l t . Die e rha l t enen Resul ta te bez iehen sich auf S t äbe m i t 
m e h r f a c h z u s a m m e n h ä n g e n d e m Quer schn i t t . Die auf die un te ren und o b e r e n Tors ionsste i fhei ts-
grenzen eines S t a b e s bezüglichen Nachweise b e r u h e n überwiegend a n der Anwendung der 
Schwarzschen Ungleichhei t . 
S 
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AZ ÉRINTKEZÉSI NYOMÁS MEGOSZLÁSÁNAK 
OPTIMÁLÁSA 
PÁCZELT I S T V Á N * 
A M Ű S Z A K I TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 
[Beé rkeze t t : 1981. a u g u s z t u s 27-én] 
A j e l en t a n u l m á n y egy számí tás technika i lag egyszerűen realizálható e l j á r á s t 
i smer te t a súrlódásnélküli ér intkezésnél fel lépő érintkezési n y o m á s megoszlásának opt i -
málására . Oly módon ke ressük a p nyomás m a x i m u m á n a k m i n i m u m á t , hogy az é r in t -
kezési t a r t o m á n y h a t á r á n a k közelében a n y o m á s lefutása b iz tos í t sa azt a fe l té te l t , hogy 
a terhelés á t a d á s á n á l k i a l aku ló feszül tségál lapot az érintkezési t a r t o m á n y p o n t j a i b a n 
ne legyen szinguláris. E z t a t e s t ek határoló felületének megfele lő kia lakí tásával é r j ü k 
el. Az op t imal izá l t a lakot l ineár is programozási fe ladat megoldásábó l nyer jük . Téte le-
k e t á l l í tunk fel a p vezérlésével kapcso la tosan , vizsgáljuk a súrlódási t e l j e s í tmény-
veszteség h a t á s á t a p m a x minimal izá lására . Vékonyfa lú h é j a k n á l , lemezeknél, i l le tve 
p r i zma t ikus t a r t ókná l az opt imal izációnál k ia laku ló f a lva s t agság változás h a t á s á t a 
h a t á s f ü g g v é n y Taylor-sor szer int i sorbafe j tésével vesszük f i g y e l e m b e . Vizsgáljuk véges-
elemes e lmozdulás módszer esetében a h a t á s m á t r i x n a k , i s m e r t terhelésből s zá rmazó 
e lmozdulásoknak és ezek h é z a g szerinti d e r i v á l t j a i n a k előállítási kérdéseit . Számpéldá-
k a t m u t a t u n k be a p vezér lésére síkbeli g y ű r ű a l a k ú testek é r in tkezése esetén, t o v á b b á 
az érintkezési nyomással a r á n y o s kopás időbeli lefolyását is v izsgá l juk . 
1. Bevezetés 
A tervezőmérnökök arra törekednek, hogy a terhelésátadásnál kialakuló 
feszültségállapot szingularitásokat ne tartalmazzon, a maximális redukált fe-
szültség, a testek egymáson történő elcsúszása esetében keletkező súrlódási tel-
jes í tményveszteség és kopás kicsiny legyen. 
Azokban az esetekben, amikor a terhelésátadás a testek között érintkezés 
formájában valósul meg, az érintkezésben álló testek felületének megfelelő sza-
bályozásával, kialakításával, egyes mechanikai mennyiségeket optimálni lehet . 
Optimálási feladat lehet az érintkezési nyomás maximumának minimá-
lása (min m a x p ) , vagy az érintkezési nyomás függvénynek o lyan „vezérlése" is, 
amikor a nyomás függvénytől a zérus értékhez történő sima átmenetet is meg-
követel jük a min max p cél elérése mellett. 
Nyi lvánvaló, hogy a min max p értékét a szóban forgó érintkezési tarto-
m á n y nagysága is befolyásolja. Az utóbbi növelésével a nyomás maximuma 
ugyan csökken, de a testek egymáson történő elcsúszása esetében a súrlódási 
te l jes í tményveszteség nő. Ezekben az esetekben a tervezőnek a szerkezet műkö-
désével kapcsolatos kívánalmakat is f igyelembe kell vennie akkor, amikor el-
dönti , hogy az ellentétes hatások közül melyik kapjon nagyobb súlyt. 
* Dr. Páczei t I s t v á n , 3531 Miskolc, Győri k a p u 37, I I I . 3. 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
1 1 2 PÁCZELT I S T V Á N 
A téma gazdag irodalmából a merev bélyeg alakjának meghatározásával 
foglalkozik CONRY, T. F. és SEIREG, A. [1] munkája. A féltérbe nyomott tengely-
szimmetrikus bélyeg felületének meridián görbéjét kvadratikus polinom alakjá-
ban keresik. Az ismeretlen állandókat a min max p cél függvény segítségével 
számították ki. Jó közelítésben kapták meg az állandó p0 = FjA értékét, ahol 
F — a terhelő erő, A — a bélyeg keresztmetszetének felülete . Ugyanakkor a 
bélyeg szélén fellépő feszültségállapot szinguláris lett, mivel az érintkezési nyo-
más függvényben a szakadás megmaradt. 
Tartók vonatkozásában Z S U R A V L E V A , T . A. és P A N O V K O , J . G. [ 2 ] a kez-
deti hézag hatását vizsgálja. Az érintkezési tartományt előre kijelölve, ott állan-
dó nyomást feltételezve, keresik a kezdeti hézag értékét, amikor is a rugalmas 
alap Winkler-típusú. P Á C Z E L T , I . és H E R P A I , B . [3] a rövid vékonyfalú körhen-
ger héjak között i állandó nyomást biztosító kezdeti hézagot határozzák meg. 
Számos munka a görgőscsapágyak görgőjének lekerekítését vizsgálja [4], 
[5], [6]. Ezekben az esetekben a görgő középső része hengeres, míg végei talá-
lomra felvett sugárral vannak lekerekítve. 
S I N G H , К . P . és P A U L , В . [ 4 ] a testeket végtelennek tekint ik, ami nyi lván-
valóan pontatlanságot okoz, különösen a lekerekített végeken. Számításaik 
szerint a maximális nyomás csökkenthető, ami a görgőscsapágy élettartamára 
kedvező befolyást gyakorol. 
HARNETT, M. J. [6] is a végtelen féltérre vonatkozó összefüggéseket hasz-
nálja fel a hatásmátrix meghatározására. Térbeli ábrái a nyomásmegoszlásáról 
adnak igen szemléletes képet . 
HAUG, E. J. és KWAK, B. M. [7] a min max p értéket a test peremének 
(felületének) megváltoztatási mértékére előre adott korlát mellett keresi a vé-
geselemes elmozdulási módszer felhasználásával. 
Megállapítható, hogy a fenti munkák egyikében sincs az érintkezési nyo-
más lefutásának képe előírtan vezérelve. 
A jelen munkában ennek a kérdésnek megoldását keressük. 
2. Az optimálási probléma megfogalmazása 
Az általánosság megszorítása nélkül vizsgáljuk az 1. ábrán vázolt lineári-
san rugalmas rendszert. Feltételezzük, hogy a fellépő elmozdulások, alakválto-
zások kicsinyek, a testek között i súrlódás — az érintkezési nyomás meghatáro-
zásakor — elhanyagolható. 
2.1. A súrlódásnélküli érintkezési feladat felállítása 
Terheletlen állapotban a két test között az n ] irányában mért kezdeti 
hézagot jelölje hk = hk(x), ahol az x az (я1, я2) felületi koordinátát jelöli; legyen 
n1 az első test felületének külső normálisa. Az első testre ható ismert erőrend-
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1. ábra. Az érintkezésben álló rugalmas rendszer elemei: az 1 jelű merevtestszerű elmozdulás-
sal rendelkező test és a 2 jelű merevtestszerű elmozdulással nem rendelkező test. Q — a szóba-
jöhető érintkezési tartomány, hk kezdeti hézag értelmezése [F0, M0] — az l-es testre ható is-
mert külső terhelés 0 pontra vonatkoztatott redukált vektorkettőse 
szernek a koo rd iná t a r endsze r k e z d ő p o n t j á r a számí to t t vek to rke t tőse legyen 
[F0 , M 0 ] , az Q szóba j ö h e t ő érintkezési t a r t o m á n y t ó l t á v o l i helyen ( ideiglene-
sen) megfogo t t t e s t Green-függvényét j e lö l j e H\x,x'): a m i fizikai t a r t a l m á t 
t ek in tve , a fe lü le ten h a t ó n^a; ') normális i r á n y ú egységnyi terheléshez t a r t o z ó 
n^a;) i r á n y ú e lmozdulásnak felel meg, m í g a 2-es tes ten a h a t á s f ü g g v é n y l egyen 
H\x, x'). 
Je lö l j e az l -es ideiglenesen megfogot t és a 2-es merev tes t szerű e lmozdu-
lást n e m végző t e s t ek re h a t ó , ismert erőrendszerekből s zá rmazó Q t a r t o m á n y -
beli n1 i r á n y ú e l m o z d u l á s o k a t / 1 ^ ) é s p ( x ) , t o v á b b á az első tes t merev tes t sze rű 
e lmozdulásából származó, ugyancsak n1(a;) x i rányú e lmozdulás t d(x). L e g y e n 
a he lyvek tor R , az elemi fe lüle t dS. 
E k k o r a súr lódás nélkül i ér intkezési p e r e m é r t é k f e l a d a t o t az 
F l e f F 0 - Г n 1 pdS=0, (2.1) 
Mí e f M0 - J n R X n1pdS=0, (2.2) 
első t e s t r e fe l í r t egyensúlyi egyenletek, a 
g(x) = J
 fl, H(x, x') p ( S ) dS' + P(x) - P(x) + hk(x) - d(x) ^ 0 (2.3) 
t e s t ek egymásba h a t o l h a t a t l a n s á g á t k i fe jező egyenlőt lenség, a 
p(x) x£Q (2.4) 
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2. ábra. Az é r in tkezés- rés geometriai fe l té te le , ha gdef =
 u u%— uh + h^ = 0 érintkezés, h a g > 0 
r é s lép fel. I t t u'N = u'. n1 a Qi, Q2 pá rbaá l l í to t t p o n t o k e lmozdulásának n 1 normális i r á n y ú 
ve tü le te , QAQ2 = Ьк — k e z d e t i hézag 
érintkezési n y o m á s nem negat ív értékűségét, i l letve a 
p(x)> 0, g(x) = 0 xíQp (2.5a) 
érintkezési, a 
p(x) = 0, xíQ0 (2.5b) 
rés feltételhez tartozó egyenlet-egyenlőtlenségek, illetve a belőlük következő 
p ( * ) g ( * ) = 0 x(LQ (2.6) 
feltétel jelöli ki . I t t a koordinátarendszer kezdő pontjával egybeeső első tes t 
pontjának \ p eltolódásából és környezetének A M merevtestszerű elfordulásából 
származó Q tartománybeli merevtestszerű elmozdulás 
d(x) = XF • n4(x) + X M x R • n4(x), (2 .7) 
míg a rugalmas rendszerre vonatkozó hatásfüggvény 
H(x, x') = Щх, x') + H\x, x'), 
Í2 = Q0 + Qp. 
A megoldás megkeresését megnehezíti az a t é n y , hogy Q 0 és Q p tartományok 
előzetesen n e m ismeretesek. 





- F + А
м
М ( 2 . 9 ) 
Lagrange-féle függvény 
d p L ^ O , p - ^ o , ő»,L = 0 , óyML = 0 (2 .10) 
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szabályok szerinti variálásával is megkaphatjuk [8, 9]. Itt 
П
с
 = I - Г Г p(x) H(x, x') p(x') dS' dS - Г (P-P- hk) P dS ( 2 . 1 1 ) 
2 Ja Ja- Ja 
továbbá a ÔJL az x változó szerint vett első variációt jelenti. I ly módon az 
érintkezési feladat megoldását a 
min { f i c I p ^ о , F = 0, M = 0 } (2.12) 
kvadratikus programozási feladat megoldása révén kapjuk meg. 
2.2 Az érintkezési nyomásfüggvény vezérlése 
Általában a nem-optimált alakú testek között i érintkezésénél kialakuló 
érintkezési nyomás erőteljesen vál tozó jellegű (pl. szimmetrikus kialakítású és 
terhelésű síkbeli testeknél a 3-a ábrán feltüntetett függvény szerint változik). 
Célunk a maximális érték csökkentése mellett a nyomásfüggvény lefutásának 
vezérlése. 
A vezérlést az í?0pt felett értelmezett 
X = X(Pmax, P , x ) ; > 0 *£.Q0p t (2.13) 
egyenlőtlenséggel kívánjuk leírni. Ez a tartomány természetesen eltérhet az Q p 
tényleges-, i l letve az optimálás nélküli feladatnál felvett Q szóba jöhető érint-
kezési tartománytól . Annak megválasztását a szerkezet működése szabja meg. 
Ha a 1 függvénytől megkívánjuk, hogy biztosítsa azt, hogy az í?opt tar-
tomány bármely x pontjában az érintkezési nyomás értéke ne haldja meg a 
Ртах ®(*)-szeresét, akkor a vezérlő függvény 
X(x) = v(x) Pmmx-P(x)> 0 , * £ ß o p t (2.14) 
alakú, ahol 0 г>(я) 1, р
тах
 max p. A fe lvet t v(x) vezérlő függvényből 
p(x) <[ jpmax következik. 
Vizsgáljuk a v(x) vezérlő függvény néhány lehetséges alakját egyváltozós 
esetben (x = я1). 
1. Az я Ç ß o p t tartomány felett a 
v(x) = 1 (2.15) 
függvény (3-b ábra) az érintkezési nyomás állandóságát biztosíthatja. 
2. A 
t>(*) = 1 , 0 ^ я < L1 
L 1 (2.16a, b) 
v(x) = x, L1<f,x <f,L2 
L2 Li L2 — Ly 
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a. 
p á c z e l t i s t v á n 
3. ábra. A p érintkezési n y o m á s függvény és a különböző t í p u s ú v(x) vezérlő f ü g g v é n y e k egy-
v á l t o z ó s esetben 
vezérlés (3-е ábra) t r a p é z alakú nyomás-megosz lás t e r edményezhe t . 
3. C 1 osztályú á t m e n e t e t b i z t o s í t h a t a 
v(x) = 1 , 
»(«) = ! - 3 L! 
La — Li 
+ 2 í L 1 1 
Uz -
LJ 
0 < * ^ L i 
3 
, L ^ X ^ L , j 
(2.17a, b) 
vezér lő függvény (3-d á b r a ) , hisz az x = és az x = L2 helyeken dv(x)\dx = 0. 
Megjegyzés-1: Az l . -bel i eset ké tvá l tozós ese t re is érvényes. 
Megjegyzés-2: A m e n n y i b e n az x Çf2o p t t a r t o m á n y p o n t j a i b a n az x = L2- | -0 
he lyen a külső terhelés zérus, úgy a C 1 osztályú á t m e n e t e t biztosí tó vezérléssel 
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(az 1. testre ható terhelés redukált vektorkettőstől függően, lásd az alábbi téte-
leket) elérhető, hogy a terhelésátadásnál az x £ Í20pt tartományban a feszültség-
állapot ne tartalmazzon szinguláris pontot , ugyanis a a N = —p normál feszült-
ségben nem lép fel szakadás. 
[2.3 Tételek a pmax-al kapcsolatosan 
Az alábbiakban a maximális nyomás értékével kapcsolatos tételt fogal-
mazzuk meg. Feltételezzük, hogy az l - e s test vagy merevtestszerű z = x3 irá-
nyú eltolódással, vagy y = x2 tengelykörüli elfordulással, vagy mindkettővel 
rendelkezik. Felmerül a kérdés, lehet-e számításainkban %(x) = 0 x £ í2opt érték-
kel dolgozni, és ha igen, milyen esetekben, a f(x)-től hogyan függ a p m a x ? 
Ezt a kérdéskört az alábbi megjegyzéssel vezetjük be. 
Megjegyzés-3: Amennyiben az l - e s test csak merevtestszerű (függőleges) 
eltolódással rendelkezik, úgy az 1. alatti v(x)-el nyert p(x) = p r a a x maximális 
nyomás értéke kisebb lesz, mint a 2. és 3. alatti vezérlő függvény esetében ka-
pottak. A p m a x akkor lesz minimális —a (2.1)-ből nyert függőleges irányú erők 
egyensúlyát is figyelembe v é v e — , ha a (2.14) egyenlőség formájában áll fenn, 
azaz p(x) hozzásimul a v(x) 
Ртах .^burkoló görbehez". Következeskeppen p m a x 
annál kisebb, minél nagyobb az 
1
 = L o V t v { x ) d S = V v { x ) d x 
integrál értéke. 
Állításunkat a következőképpen lehet könnyen belátni. 
A (2.1) egyensúlyi egyenletet a (2.14) felhasználásával és az n (1 ) (x) = ez, 
F 0 = F0 е г feltételezéssel felírva, azt kapjuk, hogy 
F = F0 = \ í l o j { x ) dS= F 0 - dx = 
=
 F
o - jj* (*>(*) Í W - X(x)) dx = 0, 
azaz 
_ Fo_ , Jo'*(*)*** 
Ртах ~~ j I j » 
amiből p m a x minimumát akkor nyerjük, ha 
\Lo'x(*)dx = 0 = • xix) = 8 » 
vagyis, amikor a p(x) hozzásimul a v(x) pmax függvényhez. I t t 
I = j v(x) dx. 
J 0 v ' 
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E b b ő l köve tkez ik az alábbi t é t e l . 
Tétel-1: H a az l - e s t e s t az ér intkezés-elválás geomet r ia i fe l té te lé t ki je lölő 
nx(x) = ] е
г
 x £ f í o p t i r á n y ú merev tes t sze rű el tolódással rendelkezik, akkor az op-
t imálás i f e l ada t e s e t é b e n p ( x ) = v(x) pmax és p m a x a n n á l kisebb, minél n a g y o b b 
az 
I = \ v(x) dS 
J " o p t 
in tegrál é r t éke . 
Az 1.—3. esetbeli vezérléskor a 2 . áb ra jelölését f igyelembe véve, a szóban 
forgó in teg rá l ér téke 
h = Li + (b2 - Lx) , 
b. 
4. ábra. Az érintkezési nyomás vezérléséhez kapcsolódó ábrák. Az 1 jelű test a) merevtestszerű 
eltolódással, b) merevtestszerű elfordulással, c) mindkettővel rendelkezik 
iMűszak i Tudomány 60, 1980 
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azaz 
h > I 2 > 13, 
tehát a m i n p m a x szempontjából a legkedvezőtlenebb a 3. eset, de a feszültség-
állapot szingularitásának elkerülése céljából ez a legkedvezőbb. 
A (2.2) egyenletből n 1 ^ ) = e 2 r ( ß o p t , M0 = — M 0 ey feltétel mellett — a 
Tétel- l-nél t e t t megfontolások alapján — következik a 
Tétel-2: H a az l -es test y tengelykörüli merevtestszerű elfordulással ren-
delkezik, akkor n^rt) = e 2 x £ í2opt, x1 > 0 esetében az optimálási feladatnál ki-
alakuló érintkezési nyomás p(x) = v(x) p m a x , továbbá p m a x annál kisebb, 
minél nagyobb az 
/ = Г xlvdS 
J ßopt 
integrál értéke. 
A (2.1) és a (2.2) egyenletek együttes vizsgálatából az alábbi tételt fogal-
mazhatjuk meg. 
Tétel-3: Abban az esetben, ha az l - e s test z tengelyirányú merevtestszerű 
eltolódással és у tengely körüli elfordulással rendelkezik, akkor az nx(x) = e2 , 
x
l
 > 0 x £ Í20pt feltétel mellett a 
_ def F0 _ M 0 P 0 f vdS Г x^dS 
. ßopt * Oopt 
egyenlőség fennállásakor az optimalizációs feladatnál a p(x) érintkezési nyomás-
függvény hozzásimul a v(x) p m a x függvényhez. A p m a x p 0 annál kisebb, minél 
nagyobb az | ö v dS vagy az ) f l x1 v dS integrál értéke. 
Igazolás: Az e2 és e v egységvektorokkal skalárisan megszorzott (2.1) és 
(2.2) egyenletekbe a (2.14)-en keresztül kifejezettp(«)-et behelyettesítjük, majd 
rendezzük azokat, aminek eredményeképpen a 
К I J o o v t X d S 
illetve a 
Ртах — p p 
vdS v dS 
J Oopt 9 i?opt 





Ртах — p Г p 
x
1
 v dS x1 v dS 
1 ííhpt j °opt 
kifejezésekhez jutunk. y(x) j> 0 esetében a y(x) függvényt tartalmazó integrálok 
pozitívak, és ezért min p m a x - o t csak akkor kapunk, ha y(x) = 0 az r ( ^ 0 p t t a r " 
tományban, ez pedig csak a tételbeli egyenlőség esetében áll fenn. 
Miiszaki Tudomány 60, {9Я0 
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A fenti tételből azonnal következik az alábbi 
Teteí-4: Amennyiben az l -es test z irányú merevtestszerű eitoiódásakor 
és y tengelykörüli elfordulásakor 
F0 _ MQ 
V dS x1 vdS 
J Dopt J Dopt 
úgy mindig lesznek olyan pontok, ahol 
X(x) = v(x)pmax — p(x) > 0 , 
továbbá p m a x > p 0 . 
A fentiekben пг(л;) = е
г
 x £ ß o p t egyenlőséget tételezünk fel. Amennyiben 
ez nem áll fenn, úgy a Tétel 1—4 helyett az alábbiak fogalmazhatók meg: 
Tétel-5: Az l-es test e2 irányú merevtestszerű eltolódásakor a p m a x akkor 
lesz a legkisebb, ha %(x) = 0 és a v(x) olyan, hogy a 
e. • n 1 V dS 
D0pt 
integrál értéke a 0 <Ç r <Ç 1, е
г
 • n1 >• 0 л; £ í2opt feltétel mellett a lehető leg-
nagyobb. 
Igazolás: A (2.1) egyensúlyi egyenletet e2 egységvektorral megszorozva, 
majd a (2.14) felhasználásával kifejezett p(x)-et ebbe behelyettesítve, és a ka-
pott egyenletet rendezve, azt kapjuk, hogy 
rí I r e . • n 1 dS 
_ Л I J D0pt 2 
Ртах — r I 
ez • n
1
 V dS I e, • n 1 v dS 
J D0pt Jo 
amiből а p m a x minimumát x(x) — 0-nál nyerjük. 
Tétel-6: Az l-es t e s t y tengelykörüli merevtestszerű elfordulásakor а p m a x 
akkor lesz a legkisebb, ha %(x) = 0 és v(x) olyan, hogy az 
e v • Г R XíPvdS 
У
 J Dopt 
integrál a 0 < v 1, ey • R X n1 > 0 x £ ß o p t feltétel mellett a lehető leg-
nagyobb. 
Igazolás : Az 5. tétel igazolásánál tet t lépéseket az ey egységvektorral meg-
szorzott (2.2) egyensúlyi egyenletre kell elvégezni. 
Tétel-1: Az l-es test z irányú merevtestszerű eltolódásakor és у tengely-
körüli elfordulásakor, amennyiben fennáll az 
^o _ M 0 
= P 0 > ! e , • n 1 v dS ev• I R x n ' n d S 
jD00t y J D0pt opt - "opt 
iMűszaki Tudomány 60, 1980 
a z é r i n t k e z é s i n y o m á s m e g o s z l á s á n a k o p t i m a l i z á l á s a 1 2 1 
összefüggés, ú g y %(x) = 0 x £ ff opt' a z a z p{x) hozzásimul ар(дс) pmax függvény-
hez. A pmax = p g értéke adott terheléskor annál kisebb, minél nagyobb az 
e, • n1 v dS vagy ev • I R x n1 v 
J "opt У Jßopt 
dS 
integrál értéke az e, • n1 > 0, e v • R x n 1 > 0, 0 ^ с ^ 1 korlátok mellett . 
Igazolása a Tétel-3-nál végrehajtott lépések értelemszerű ismétlésével 
végezhető el. 
Tétel-8: Amennyiben az l - e s test z i rányú merevtestszerű eltolódással és у 
tengelykörüli elfordulással rendelkezik, és a 
< í f T F ° * , 
e 2 - n
x p d S e v - R X n1 p dS 
Jűopt У .'"opt 
feltétel teljesedik, úgy találhatók olyan pontok , ahol 
%{*) > 0, 
továbbá áll az, hogy 
P™ <Pmax >P'o-
Megjegyzés-^: A Tétel-5 —8-ban feltételeztük, hogy az l - e s test e2 i rányú 
merevtestszerű eltolódással és у tengelykörüli elfordulással rendelkezik. Formá-
lisan a tételek érvényesek arra az esetre is, amikor a merevtestszerű eltolódás 
általános ismert e irányú, ill. a szögelfordulás az ugyancsak ismert ef vektorral 
párhuzamos. Ekkor az e -»- e2 és az ev megfeleltetéssel a Tétel-5—8 alatt iak 
érvényben maradnak. 
Megjegyzés-5: Ismeretlen irányú merevtestszerű eltolódáskor, illetve szög-
elforduláskor a (2.1) és a (2.2) egyenletekbe a (2.14)-ből kifejezett р(я) behelyet-
tesítése után, az 
F0 - Pmax L П1 P dS + I П1 % dS = 0 , 
J íJopt J "opt 
M o - P m a x L R X n1 p d S + í R x n 1 y d S = 0 
J --opt J "opt 
egyenletekhez jutunk. Ekkor a y = 0 simuláshoz a 
Pox = F0xl I ex • n1 p d S ( x ~ y ~ z ) 
J M opt 
Pol = M 0 x / e x - [ R X n1 p dS ( x - y - z ) 
J "opt 
mennyiségek definiálásával a 
Pox = Роу — Poz = Pox = Poy — Poz 
egyenlőség teljesedésére volna szükség az e x • n 1 > 0, az e x • R X n 1 >• 0 és a 
0 v(x) <[ 1 kötöttségek mellett . Ez gyakorlatilag nem áll fenn ! 
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2.4 Az érintkezési nyomás és a kezdeti rés meghatározására szolgáló optimalizációs 
feladat felállítása 
A vezére l t nyomást o lymódon kívánjuk biztosítani, h o g y feltételezzük az 
fíopt t a r t o m á n y b a n a relat ív g hézag (rés) zérus értékét. E b b ő l adódóan a t e s t e k 
egymásba hato lhatat lanságának feltételét k i fe jező (2.3) egyenlőtlenség h e l y e t t a 
g(x) = Jfl, H(x, x') p(x') dS' + / 2 ( * ) - f (*) + hk(x)+Ah(x) - d(x) = 0 (2 .18) 
egyenlőség írható . I t t Ah — a kezdeti h é z a g megvál tozása , amit az e lső t e s t 
kontúrjának megvá l toz ta tásáva l kívánunk biztosítani . 
I ly m ó d o n a (2.1) — (2.2) egyensúlyi egyenletek, a vezérlést leíró (2 .14) 
egyenlőt lenség és az előbbi (2.18) egyenlőség, mint mellékfeltételek (korlátok) 
mellett keressük а p m a x min imumát . V a g y i s az optimálási feladat az a lábbi : 
Keressük a p m a x m in imumát az 
F t e f F 0 - [ iPpdS = 0 , ( 2 . 1 9 ) 
J û o p t 
M i e f M „ - f R X nl p dS = 0 ( 2 . 2 0 ) 
J ° opt 
egyensúlyi egyenletek, a 
g0(x) = f H(x, x')p(x') dS' + Я*)-/*(*) +M*) 
J a
 opt 
—UM (2 .21) 
- d(x) + Ah(x) = 0 K ' 
érintkezés geometriai fe l té te le , továbbá a vezérléssel kapcsolatos 
X(x) = v(x) pmax - p(x) ^ Oy ( 2 . 2 2 ) 
egyenlőt lenségi feltétel mel le t t , azaz a 
min { P m a x I F = 0. M = 0; p(x) ^ 0, g0(x) = 0, x(x) ^ 0 x g Í20 p t) (2 .23) 
lineáris programozási f e ladat megoldása r é v é n jutunk a k i tűzöt t cél mego ldásá-
hoz. 
Megjegyzés-6: A z o k b a n az esetekben, amikor a p(x) függvény hozzás imul 
a v(x) p m a x burkoló függvényhez , az egyensú ly i egyenletekből p m a x i s m e r t t é 
válik és a g0(x) — 0 egyenle tből a Ah(x) — d(x) = l(x) ér téke közvetlenül meg-
határozható. I l y módon lineáris programozási feladat megoldására nincs is szük-
ség. 
A d(x)-et oly módon tudjuk meghatározni , hogy a merevtestszerű e lmoz-
dulással rendelkező test szabadságfokának megfelelő s z á m ú pontban a kezdet i 
hézag Ah(x) megvál tozását zérusra írjuk elő. Ezáltal a d(x)-ben szereplő AF, 
illet ve AM i smertte vál ik. 
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Megjegyzés-7: A (2.21) felírásakor feltételeztük, hogy a Ah(x)-b$l adódóan 
a H(x, я'), i l letve az f'(x) elmozdulások megváltozásának mértéke jóval kisebb, 
mint a Ah(x). Amennyiben ettől nem tekinthetünk el, úgy a hatásfüggvényt és 
az ismert elmozdulásokat Taylor-sorba fejtjük: 
H(x,x')=Hk(x,x') + dH{x,x') 
dh(x) 
A h ( x ) + d H ^ x ' ï 







ahol а к alsó index a kezdeti geometriánál ve t t értékre utal. 
Ekkor a (2.21) helyett a sorbafejtés lineáris tagjaival 
go(x) = L Щх, x') p(x') dS' +ß(x) - f j (x) + hk(x) J " opt . 
- í i (x ) 
+ Ah(x) - d(x) 
Г W ^ O I Щх)+к(х'))р(х') dS> + Ä 
J»-„pt dh(x) I / )}РУ Щх) 
Ah{x) = о (2.26) 
egyenlet írható, mivel 
дЩх, x') 3H(x, x') 
dh(x) ~ Щх') 
, f ( x ) = P ( x ) - f \ x ) . 
A szaggatott vonallal aláhúzott integrál ismeretlenek szempontjából nem 
lineáris vagyis a (2.23) feladat a (2.26) alatti gQ(x) — 0 feltétellel már nem jelent 
lineáris programozási feladatot. 
Amennyiben az optimalizációs érintkezési feladatot iteráció útján kíván-
juk felépíteni, akkor az első lépésben a dH/dh == 0, df dh 0 összefüggéseket 
tételezzük fel, majd a kapott p érintkezési nyomást betéve a szaggatott vonallal 
aláhúzott integrálba, az integrál a z ) / i ( a ; ) - b e n lineáris lesz, és így a (2.23) fe ladat 
ismételten lineáris programozási feladatnak felel meg. A megoldásból kapott p-t 
ismételten behelyettesítve az említett integrálba, a (2.23)-at újból megoldjuk. 
Az iterációt mindaddig folytatjuk, míg az egymást követő / -1 , f-edik iteráció-
ban kapott nyomásokra 
| p i ( * ) - p i - 4 * ) | < ; e 
vagy a kezdeti hézag megváltozásra vonatkozó 
ИА'(я) - A h ^ - \ x ) \ < , d 
egyenlőtlenségek fenn nem állnak, ahol e és d előírt kicsiny értékek. 
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A megoldásnak a fentiek szerinti felépítésekor, a H(x, x'),f(x) függvénye-
ket , illetve azok deriváltjait a kezdeti alakhoz tartozóan számítottuk ki, s n e m 
állapítottuk meg minden iteráció után ezeknek a megváltozott geometriához 
tartozó értékeit. 
A megoldás ilyen felépítése akkor jöhet szóba, amikor a Ah megváltozása 
nem jelentős. Természetesen a (2.24), (2.25) alatti sorbafejtéseket vékonyfaló 
szerkezeti elemek érintkezésekor a falvastagság szerinti sorbafejtéssel is he lyet -
tesíthetjük. Ekkor a 
дН{х, x') 






képletekből és az alábbiakból látni fogjuk, hogy állandó vastagságú kezdet i 
szerkezeti e lemek esetében a deriváltak kiszámítása igen egyszerűvé válik. 
Például prizmatikus tartók esetében, mivel a hatásfüggvény és a külső 
terhelésből származó elmozdulás formailag 




alakban állíthatók elő, ezért a szóbanforgó deriváltak a 
дь(х) b дЦх) b 
összefüggésekkel számíthatók. 
Ekkor, ha a Ah(x) kezdeti hézag vál tozást az egyik elem falvastagságának 
változtatásával érjük el, akkor 
Ah(x) = b k - b, (2.27) 
azaz a Ah, a kezdeti falvastagság és az optimálásnál kialakuló falvastagság kü-
lönbségeként áll elő. 
A fent ieket figyelembe véve , a (2.26) helyett — feltételezve, hogy a 2-es 
jelű test falvastagságát változtatjuk meg — a relatív rés értékére a 
g0(x) = Г Я,(я, я') р(х') dS' + Л(я) - Л ( я ) + hk(x) 
J^'oDt 
Цх) 
(bl(x) - b\x) + bl(x') - b*(x'))p{x')dS' 
+ bl(x) - b\x) - d(x) 
m\x,x') 
-oPt №{x) 
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(bl(x) - b\x)) = 0 (2 .28) 
kifejezést írhatjuk. Az érintkezési fe ladat iterációs ú ton történő megoldásának 
felépítése azonos a fent iekben javasolt tal . 
2.5 További optimalizációs problémák 
2.5.1 Vezérelt kezdeti hézag változással kapcsolatos optimalizációs feladat. 
Gyakran az érintkezési n y o m á s m a x i m u m á n a k minimálását , gyártástechnoló-
giai szempontokat is f igye lembe véve, a peremvál toztatás mértékének vezérlé-
sével biztosí t ják [7]. Ekkor a programozási feladat 
m i n
 { f m a x I F = 0 , M = 0 ; p m a x — p(x) ^ 0 , 
p(x) > 0, g0(x) ^ 0, v+(x)A + - Ah(x) ^ 0 , 
-v-(x)A~ + Ah(x) > 0, * £ ß o p tK (2-29) 
ahol A + > 0 é s Z l _ < 0 a peremvál toz ta tás max imumainak adott értékei . 
Mivel a p(x) g0{x)= 0 ß o p t fe l téte l nincs e l lenőrizve, ezért a diszkret i -
zálás u t á n kapot t véges dimenziójú l ineáris programozási feladat mego ldásá t 
ellenőrizni kell ennek a fe l téte lnek a szempontjából is. A megoldást a k ö v e t k e z ő 
lépések révén kapjuk meg [7]: Először is megoldjuk az érintkezési f e l a d a t o t , 
amely kijelöli az Qlp és az ß j tar tományokat , majd f i x á l v a az Ûlp és ß j t a r t o m á -
nyokat , az Qlp fe let t minimáljuk a p n y o m á s t . A lineáris programozási f e ladat 
megoldásakor természetesen előfordulhat az, hogy az üp tartomány j j e lű pont -
jában g0 > 0 lesz, i l letve az ßo tar tomány i jelű helyén pt pozitívra adód ik . 
Ekkor a köve tkező lineáris programozási fe ladat megoldásához az Qp-be be-
vesszük az ß p i jelű pont ját , illetve az Qp-be az Qlp j j e lű pontját. I s m é t e l t e n 
megoldjuk a lineáris programozási f e ladatot . A fenti i terációt mindaddig fo ly -
tatjuk, míg а pmax vagy az Qp tar tomány azonos nem lesz az előző i terác ióban 
kapott értékkel. A [7]-ben tartóra, i l letve csap- és hüvelyfeladatra b e m u t a t o t t 
példák az i teráció gyors konvergenciájáról tanúskodnak. 
2.5.2 Az érintkezési nyomás részleges vezérlésével kapcsolatos optimalizációs 
feladat. Az előző pontokban feláll ított f e ladatok esetében az ß o p t tar tomány egé-
sze fe lett vezéreltük az érintkezési nyomást . Elképzelhető o lyan eset is (pl . hen-
gergörgők lekerekítésének meghatározásakor) , amikor az ß o p t t a r t o m á n y ß „ 
résztartományán hajtjuk végre a p(x) vezér lését а g0(x) = 0 geometriai f e l t é te l 
mellett (a terhelésből, a geometriai kialakításból következ ik , hogy a p m a x e z e n 
a tar tományon jelenik meg) , míg a megmaradó ß o p t — ß„ = Qn v részen 
g0(*:) 0-t té te lezünk fel, t ovábbá fe l téte lezzük azt, hogy i t t a kezdeti rés meg-
változása adot t f ü g g v é n y e n keresztül v a n kapcsolatban az ß„-n k ia lakuló 
h(x)-e 1. 
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Jelölje az x £ üv-n kialakuló kezdeti rés megváltozását AhT(x), míg az 
x £ ünv tartományon legyen a rés megváltozása Ahnv(x). Feltételezésünk értel-
mében Ahm(x) — f(Ahv(x)). 
Ekkor a (2.23) feladat he lyet t a 
min{p m a x I F = 0, M = 0; p ( x ) ^ 0 , 
g0{x) = 0, v(x) p m a x - p{x) ^ > 0 , x£Qv, 
g0(x) > 0, dkn B(*) =f{Ahv(x)) x € £?„,} (2.30) 
feladat fogalmazható meg. 
Mivel az Qnv tartományon a p(x) g0(x) — 0 feltétel nincs ellenőrizve, ezért 
az optimalizációs feladatot az előző alpontban ismertetett iteráció segítségével 
oldhatjuk meg. 
2.5.3 Az érintkezési feszültség maximumának minimálása a súrlódási telje-
sítményveszteség figyelembevételével. Az érintkezési nyomás integrálja az f2opt 
tartomány fe le t t i N „normál erőt" szolgáltatja: 
N = f p d S > . (2.31) 
J "op t 
Amennyiben síkbeli t e s teket vizsgálunk, és azok elcsúsznak egymáson 
(minthogy súrlódásnélküli érintkezési fe ladatot számolunk, az elcsúszás a t e s t e t 
jellemző síkra merőlegesen történik), úgy a fe l lépő súrlódóerő arányos az N erő-
vel . Adott s csúszási sebesség esetében 
P==sí pdStetNG (2 .32) 
JDopt 
teljesítményveszteség jön létre. 
A min p m a x meghatározásakor egyrészt eljárhatunk ú g y , hogy megköve-
teljük a fel lépő teljesítményveszteségtől annak adott értéken való alulmaradá-
sát, azaz 
•Padott - 0 A ^ 0 , (2.33) 
másrészt a célfüggvényt 
Ртах + WN (2.34) 
alakban áll ítjuk elő, vagyis a ip értékének felvételével szabályozzuk közvetve a 
veszteség sú lyát . 
Az első esetben a lineáris programozási feladat az alábbi: 
m i n { p m a x I F = 0, M = О; p{x) ^ 0 , 
»(*) Ртах — р(х) > 0, g0(x) = о ж £ Í20pt, 
Padott - 6 > 1 V ^ 0 } , (2.35) 
Műszaki Tudomány 60, 1980 
a z é r i n t k e z é s i n y o m á s m e g o s z l á s á n a k o p t i m a l i z á l á s a 1 2 7 
míg a második esetben: 
min { Pmax + V L pdS | F = 0 , M = 0 ; p{x) ^ 0 , 
J wopt 
g0{x) = 0 , v(x) p m a x - p(x) ^ 0 * £ ß o p t } . (2.36) 
Vizsgáljuk meg, hogy a (2.36) alatti feladatnak van-e mindig értelme. 
Ezzel kapcsolatban áll a következő tétel: 
Tétel-9: Amennyiben az érintkezési feladatban az n 1 kitüntetett irány 
n^x) = e 2 x Ç í?opt,úgy a merevtestszerű mozgást végző testre vonatkozó (2.1) 
egyensúlyi egyenlet értelmében 
p dS = F0 = a d o t t , 
J Dopt 
következésképpen a (2.36) alatti feladatnak csak xp = 0 esetében van értelme, 
illetve amennyiben 
Padott < о I p dS = Q F0, J Dopt 
úgy a (2.33) nem áll fenn, vagyis a (2.35) feladatnak nincs megoldása. 
Tétel-10: Amennyiben n } ( x ) =£ezx £ Í20pt, akkor a szóban forgó egyensúlyi 
egyenlet 
F 0 - e 2 - Г n1 p dS = 0 , 
J D0pt 
alakú, és mivel 0 < e z • n 1 1, ezért 
F0- f p dS < 0 , 
J Dopt 
következésképp a (2.36) feladat felállításának van értelme. 
Teteí-11: Amennyiben az érintkezésben álló testek közül az egyik test a 
másikhoz képest merevtestszerűen elfordulhat, úgy a (2.2) egyensúlyi egyenlet 
értelmében 
M o — Г R X n1 p dS = 0 , 
J°opt 
és így a (2.36) feladat felállításának van értelme, hiszen az 
L p d s 
J Dopt 
integrálnak nincs előre lerögzített értéke. 
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Tétel-12: Amennyiben az érintkezésben álló testek egymáshoz képest 
merevtestszerűen eltolódnak és elfordulnak, úgy a kitüntetett irányra vonatko-
zó n^x) — ez x £í)0pt feltétel teljesülésekor a Tétel-9 értelmében a (2.36) alatti 
optimálási feladatnak csak y> = 0 esetében van értelme. 
2.5.4 A csúsztató feszültség maximuméinak minimálásával kapcsolatos opti-
málási feladat. A golyós,görgős csapágyak élettartamának szempontjából ked-
vezőtlen az érintkezési tartomány alatti pontokban kialakuló, — a golyónak 
vagy görgőnek a pályán történő legördülésével párosuló—váltakozó előjelű 
csúsztató feszültség. A maximál is csúcsztató feszültség csökkentése az élettar-
tam növekedését eredményezi. A szerkezet működéséből adódóan mindig ki 
lehet jelölni a test olyan 
V% (e = 1, 2) 
tartományát , ahol a csúsztató feszültség maximális. I ly módon az alábbi opti-
málási fe ladatot fogalmazhatjuk meg: 
min {rm a x I F = 0 , M = 0 ; p ^ 0 , 
g0(x) = 0 Üopt ; rmax - Г T«(*, *') p(x') dS' ^ 0 
J и opt 
x Ç V f , e = l , 2} (2.37) 
ahol Te(x, x') — a t feszültségekhez tartozó hatásfüggvény az e jelű test vonat-
kozásában. 
A p(x) vezérlésének biztosításakor a (2.14) mellékfeltételt is számításba 
kell venni. Ebben az esetben az optimális kialakítást a 
m i n { T m a x + У Ртах I F = M = 0 ; p(x) ^ 0 , 
v{x) Pmax — p ( x ) g0(x) = 0 x£Q0p ; 
W - L T\x, X') p(x') dS' ^ 0 * £ П e = 1, 2} (2.38) 
• " opt 
feladat megoldása révén határozhatjuk meg. 
A (2 .37) , (2.38) fe ladatok megoldásának konkrét számításakor a VeT tar-
tományban a r csúsztatófeszültség „feltérképezése" miatt a számítási idő több, 
mint azon feladatoké, amelyekben a mellékfeltételek csak az x £ Í20pt tartomány-
ra vonatkoznak. 
3. A (2 .12 ) programozási feladat megoldása 
A fe ladat közelítő megoldását választva, az ismeretlen lefutású p(x) nyo-
másfüggvényt a végeselemes módszer alapján 
p(x) = P*(*) p, p ^ 0, * € fíopt (3.1) 
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alakban közelítjük meg. I t t P*(x) — az approximációs sorvektor, p — az érint-
kezési nyomás diszkrét pontbeli értékét tartalmazó vektor (fizikai tartalma a 
P*(x)-ben használatos P,(x) koordinátafüggvények felvételétől függ [3]). 
A (3.1)-nek (2.11)-be, illetve (2.1), (2.2)-be történő behelyettesítése, majd a ki-




^> — p* H p — p* t , 
illetve az egyensúlyi egyenletek 
F 
2 - • • • <3-2> 
=> G* p — q = 0 (3.3) 
M 
alakúak, amiből a (2.10) alatti variálási feltételeket f igyelembe véve, a 
ô p L * ő p » — = őp*(Hp — t — G A ) = ő p * g > 0 (3.4) 
dA 
összefüggések következnek. 
A (3.4) egyenlőtlenségből p ^ 0 mellett óp* > 0-nál g > 0, míg ha a <5p* 
tetszőleges, akkor g = 0 adódik. Ily módon a g-t. általánosított rés vektornak 
lehet tekinteni. A (3.4)-ből egyenest a 
P ^ 0, g ^ 0, P*g = 0 (3.6a—c) 
következik. Ezáltal a (2.12) helyett az érintkezési feladat megoldását a 
min|{p* g I p > 0, g = - G A + Hp - t ^ 0, G* p - q = 0 } (3.7) 
kvadratikus programozási feladat megoldásán keresztül kapjuk meg. 
Látható, hogy a (2.5) —(2.6) feltételeket a (3.6) alattiakkal helyettesítet-
tük. Ez alapján a kontakt nyomás munkája zérus a g(x) rés „elmozduláson", 
azaz az 
J 0 / / ( * ) g(x) dx 
integrál értéke zérus, ha p(- > 0, és megfordítva, zérustól különböző, ha p, = 0. 
I t t ü j az Q tartomány azon altartománya, ahol P,(x) zérustól eltérő értékű. 
A (3.7) megoldására a szokásos eljárások egyikét alkalmazhatjuk [10J. 
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4. A (2 .23) a la t t i optimálási probléma megoldása 
A feladatot ismételten végesdimenziójú programozási feladatra kívánjuk 
visszavezetni. E célból az érintkezési nyomást a (3.1) szerint, míg a kezdeti rés 
megváltozását a 
Ah(x) = h*(*)A * 6 ffopt (4.1) 
alakban közelítjük meg. Attól függően, hogy a (4.1) alatti h(*)-t lokális v a g y 
globális approximáció alapján építjük fel, а Д diszkrét pontbeli résváltozásokat 
tartalmaz, illetve fizikai tartalmat nem kölcsönző állandókból összeállított vek-
tornak felel meg. 
A (2.21), (2.22) diszkretizálásának két útját különböztethetjük meg: 
1. A súlyozott maradékok módszerét alkalmazzuk. 
2. A kollokációs módszert alkalmazzuk (diszkrét pontokban ellenőrizzük). 
Az 1. esetben az 
Г go (x)Pi(x)dx, í у(*)Р,(*)<Ь; 
J " o p t •' " o p t 
(i = 1 Ä) 
integrálokat határozzuk meg. Ekkor formálisan a 
g0(x) => HA p - tk - GX + RA = 0 (4.2) 
X H » P m a x V - Q p > 0 (4.3) 
egyenlet-egyenlőtlenséghez jutunk, ahol H k és G az ff = ffopt esetében azonos 
a (3.7)-ben szereplőkkel. 
A 2. esetben i = 1 , . . . ,k számú pontokban felírva a g0(*)-t és a y(«)-et, 
formálisan a 
g0(x)* H £ p - t £ - G * X + R A A = 0 , (4.4) 
* ( * ) » P m a x ^ - Q ^ p ^ O (4.5) 
diszkretizált alakokhoz jutunk. 
Megjegyzés-8: H a a Ah(x)-et és a p(x)-et altartományonként (elemenként) 
állandó értékű approximációs függvénnyel approximáljuk, akkor azt kapjuk, 
hogy 
Q* = R': = E egységmátrix. 
(k. k) 
Megjegyzés-9: Egyszerűsítés céljából a továbbiakban nem teszünk különb-
séget a Hk stb. mennyiségek jelölése között . 
Megjegyzés-10: Mivel a merevtestszerű elmozdulásból származó tag (—GX) 
és a kezdeti rés változásától függő tag (RA), mértékegységüket tekintve mm, 
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ezért az ismeretlenek számának csökkentése céljából célszerű ezek összegét 
használni a programozási feladatban: 
1 = - GA + R A , (4.6) 
majd a programozási feladatban szereplő p m a x , p, 1 meghatározása után az 
alábbi megfontolásból meghatározni a X és a A értékeket. 
Az l - e s test merevtestszerű mozgásának I szabadságfoka esetén I számú 
pontban a kezdeti hézag megváltozását zérusnak írjuk elő. A (4.6) egyenletet 
felhasználva, az 
h = - G ( * i ) X , 
К = - G ( * , ) X 
egyenletrendszerből a merevtestszerű elmozdulás vektora 
х = г с (
Л 1 ) - 1 - 4 il 
es így az 
G(*i) J L ii 
RA = 1 + GX 
(4.7) 
meghatározható, ahonnan az R kvadratikus mátrix inverzének ismeretében a A 
kiszámolható. (h*(x) = Р*(л) esetében R pozitív définit .) A A ismeretében az 
l -es test megváltozott peremének helykoordinátája: 
R o p t ( * ) = R k e z d e t i ( x ) - h * ( x ) A . (4.8) 
Ezek után a Megjegyzés-10 f igyelembevételével írjuk fel a (2.23) alatti 
optimalizációs feladat diszkretizált alakját: 
m i n
 { . P m a x I p ^ 0 , G * p - q = 0 , H ^ p t f c + 1 = 0 , 
v P m a x — Q p ^ 0 } 
(4.9) 
Megjegyzés-11: Amennyiben az l - e s test ez irányú merevtestszerű eltoló-
dással, v a g y y tengelykörüli elfordulással rendelkezik, úgy a Tétel-1, -2, vagy 
Tétel-5, -6 értelmében %(x) = 0, vagyis a (4.9) alatti programozási feladatban 
1 db egyensúlyi egyenlet, к db érintkezési geometriai egyenlet és к db vezérléssel 
kapcsolatos egyenlet írható fel a p m a x és a (fc, 1) típusú p és 1 vektorok meghatá-
rozására. I ly módon lineáris, inhomogén algebrai egyenletrendszer megoldásán 
keresztül tisztázható az optimálási feladat. 
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Megjegyzés-12: A (4.9)-ben az 1 vektor elemei tetszőleges előjelűek lehet-
nek. í g y a feladat konkrét kiszámításakor az 1 = 1+ — 1 + 0, 0 
transzformációt hajtjuk végre. 
Megjegyzés-13: Amennyiben a (2.23) alatti programozási f e ladatbang 0 ( x ) -
et a (2.26) v a g y (2.28) alapján számítjuk, úgy a feladat diszkretizálásakor a 
(2.24), (2.25) alattiakat is diszkretizálni kell. 
í g y formailag (2.26)-ból kollokációs diszkretizálásakor (a (4.2)-höz hason-
lóan) a 
g0(x) * H K P - TK - GA + |R + D(p) + Д = 0 
kifejezéshez jutunk, mivel az 




dH 1 2  
дК 













Д = Б ( р ) Д 






Itt h és Д diszkrét pontbeli hézag,il l . hézagváltozás értékekből összeállított 
vektorok. A g0(«)-nek a (4.10)-alatti felírása összhangban van a (2.26)-nál elmon-
dott iterációval, amennyiben a D-ben szereplő p-t az előző iterációból vesszük. 
Megjegyzés-14: Amennyiben az érintkezésben álló testek érintkezési fel-
adatékor a testekben kialakuló elmozdulásmezőt a végeselemes elmozdulás 
módszerrel határozzuk meg, úgy a H, az f a dH/dh és a df/dh előállítását a Füg-
gelék szerint végezhetjük el. 
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5. Az érintkezésben álló szerkezeti e lemek kopásának hatása 
az érintkezési feladat megoldására 
A kopás előrehaladtával a testek közötti „kezdeti hézag" változik, és ezért 
a kialakuló feszültségállapot, va lamint a testek közeledése is eltér a kopás meg-
kezdésekor kapott értékektől. A tervező, üzemeltető mérnök számára érdekes 
lehet a kopás hatásának vizsgálata. 
Tételezzük fel, hogy a vizsgált síkbeli t e s tek egymáshoz képest síkjukra 
merőleges irányban elcsúsznak. Ekkor a [ l l ] - b e n használatos hipotézis szerint 
az x helyen keletkező kopás az 
I
 o Ks(x, T ) p(x, T ) dr (5.1) 
integrál segítségével számítható, ahol К az anyagtól , a felület minőségétől, a tes-
tek közötti súrlódási tényezőtől függő állandó, s(x, r) a testek x pontbeli relatív 
sebessége, p(x) az érintkezési nyomás . 
A ( 2 . 1 ) - ( 2 . 4 ) és az (5.1) alapján az 
F = 0, M = 0 (5.2a, Ь) 
g(x) = \a, H(x, x') p(x') dS' +P(x) - P ( x ) + hk(x) - d(x) 
es® rt ~ f(5.3) 
+ I
 n Ks(x, r) p(x, r)drf> 0, 
p(x) g(x) = 0, p{x) ^ 0 я £ Q (5.4a, b) 
egyenlet-egyenlőtlenségi rendszer megoldása jelenti a kopáskor jelentkező 
érintkezési feladat megoldását. 
Az érintkezési nyomást 
p(x, t) = р*(я) p(t) (5.5) 
alakban közelítjük meg. Az időbeli diszkretizáláskor Ar időlépés intervallum-
ban állandó érintkezési nyomást tételezünk fel. Ekkor az i = j - l - e d i k időpilla-
natot (időintervallumot) követő j'-edik időintervallumbeli ál lapotot a 
min in {P* g j \ Vj > « » Bj = - + Hp, - t + Kp s ^ 0, G* p, - q = 0 
programozási feladat megoldása szolgáltatja, ahol az 
ft ~ J - 1 ~ 
Ks(x, T) p(x, T ) dr => 2 Ks f x ) Art pi(x) 
)o i=0 
(5.6) 
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kife jezés t é rbe l i d i szkre t izá lásából n y e r j ü k az (5.6) a l a t t i szummációs k i f e j ezés t . 
I t t PJ(x), WJ(X) а АТ[ i d ő i n t e r v a l l u m b e l i ér intkezési n y o m á s , i l letve sebesség 
é r t éke . 
L á t h a t ó , hogy a k o p á s a AT1 i d ő i n t e r v a l l u m b a n k i a l aku ló n y o m á s ér téké-
vel egyenes a r á n y b a n v á l t o z i k . А К é r t é k é t k í sé r l e t ekbő l ismerve, az (5.6) fel-
a d a t o t idő lépésenkén t m e g o l d v a k ö v e t h e t ő v é vá l ik a kopás be fo lyása az Q p 
é r in tkezés i t a r t o m á n y és a p(x, r ) n y o m á s függvény a l aku l á sá r a . 
6. P é l d á k 
6.1 A fen t iek i l l u sz t r á l á sá ra v i z s g á l j u k az 5. á b r á n vázolt á l t a l á n o s í t o t t 
s íkfeszül t ség i á l l a p o t b a n l evő l -es j e l ű k ö r a l a k ú és a 2-es jelű k ö r g y ű r ű a lakú 
t á r c s á k n o r m á l é r in tkezés i f e l ada t á t . Fe l t é t e l ezzük , h o g y a 2-es jelű t e s t A pon t -
j á n a k e lmozdulása zé ru s , a terhelés p e d i g az áb rán v á z o l t módon az A , В pon-
t o k a t ö s szekö tő t e n g e l y r e s z i m m e t r i k u s a n oszlik m e g . E r e d ő j ü k a s z ó b a n forgó 
t enge ly i r á n y á b a m u t a t . A megoszló terhelés p1 és p2 sűrűségének é r t é k e i , az 
é r in tkezés i f e lada t m e g o l d á s á v a l t i s z t á z o t t Q p t a r t o m á n y fe le t t megosz ló p 
é r in tkezés i nyomásbó l , a t e s t ek re f e l í r h a t ó egyensúlyi egyenle tek kie légí téséből 
s z á m í t h a t ó k . 
A t e s t e k geomet r ia i m é r e t e i : s u g a r a k : JR, = 4 0 m m , R2 — 4 0 , 0 1 4 2 5 m m , R3 = 5 5 m m ; 
v a s t a g s á g u k : V = 2 0 m m . A n y a g u k azonos, c s ú s z t a t ó r u g a l m a s s á g i t é n y e z ő j ü k : G = 7 3 5 7 5 , 0 
N / m m 2 , m í g Poisson-féle t é n y e z ő j ü k : v = 0 ,3 . A terhelés f ü g g ő l e g e s i r ányú e r e d ő j e : F0 — 
= 1 0 k N . 
Az ér in tkezés i n y o m á s t 2 к s z á m ú 2 ß • Rt(i = 1, 2) hosszúságú ívszakasz 
fe le t t á l l a n d ó sűrűségű terheléssel h e l y e t t e s í t j ü k [12] . 
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s = R,ç> 
6. ábra. Az érintkezési nyomásfüggvény megoszlása a tárcsa pereme mentén к — 18 altarto-
mány felett constans értékű nyomással történő approximációval számolva 
6.1.1 Az F0 t e rhe lés h a t á s á r a kialakuló ér in tkezés i n y o m á s megoszlását 
a 6. áb ra 1 je lű görbé je szemlélteti , a m e l y je len tősen eltér a Her tz -e lméle te sze-
r in t számí to t tó l . 
3 <p 
6.1.2 A 6. á b r á n a 0,002 - cos ^^^ л mm a l a k h i b á j ú Rx s u g á r r a l készí tet t 
l - e s t es t ese tében kia lakuló ér in tkezés i nyomás megoszlását az a lakb iba je lű 
görbe t ü n t e t i fel. L á t h a t ó , hogy 2 pm-es a lakbiba a p m a x kb. 2 0 % - o s növekedé-
sét okozta az a l akb iba nélküli e se tben kapo t thoz képes t . 
6.1.3 Az ér intkezési nyomás op t imal izá lásáva l kapcso la tosan к = 18 d b 
a l t a r t o m á n y ál tal ki je löl t opt imal izációs t a r t o m á n y esetében a (2.15) , (2.16a, b) 
és a (2.17a, b) a l a t t i vezérlési f ü g g v é n y felvétele me l l e t t o ldjuk m e g a feladato-
k a t . A C1 osztá lyú á tmene tné l az Í 2 á t m e n e t " ! t a r t o m á n y t к — 9 , 11, 13 számú 
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7a. ábra. к — 18 altartománnyal kijelölt Qopt/2 esetén az optimalizált nyomásfüggvény lefutása 
állandó és trapéz alakra történő vezérléskor 
al tartományok által ki je löl t Lx ( lásd 3. ábra) t ar tomány i hosszal jelöljük ki: 
(k - k) • 2 ß • Rv 
A z érintkezési n y o m á s lefutását , illetve a kezde t i hézag megvál tozását a 
7. és 8. ábrák tüntet ik fel . Látható, h o g y aTéte l—5 értelmében a p(x) függvény 
valóban hozzásimul a v(x) p m a x burko ló függvényhez . Az F, = 0 ,75 F 0 csök-
kentet t terheléskor az F„-nál opt imal izált alakú nyomáselosz lástó l eltérő függ-
vényt kapunk. Ezekben az esetekben az l - es test merevtestszerű eltolódásából 
adódóan, a csökkentett terheléshez tar tozó pwax k i s ebb lesz, mint az optimali-
záltnál kapot t érték. 
F igye lemremél tó , hogy a 8. ábrán vázolt kezdet i hézagváltozások 1 -j- 1,5 
/im-es értéke az érintkezési nyomás l ényeges vá l tozásá t okozza. 
A 9. ábra az fíopt tartomány hosszának (к a l tartományok számának) függ-
v é n y é b e n a p m é x -ot az N = V j0opt • p(x) Rdcp „ n o r m á l erőt" és az l - e s test 
középső pontjának függőleges irányú XF eltolódását tünte t i fel. 
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£ 
s = Ri<p 
76. ábra. к = 18 a l tartománnyal kijelölt ß o p t / 2 esetében az optimalizált n y o m á s f ü g g v é n y le-
futása a C1 osz tá lyú á tmenete t biztosító alakra történő vezérléskor 
A 9a. ábrán kapott eredmények összhangban állnak a Tétel- l -ben meg-
fogalmazottakkal, vagyis az Qopt növelésével а p m a x csökken, és legkisebb a 
v(x) — 1 melletti vezérléskor. 
A 9b. ábra görbéi jelzik, hogy az N normálerő az Qopt növelésével szintén 
növekszik. Amennyiben a testek síkjukra merőlegesen elcsúsznak egymáson, 
úgy a fellépő súrlódóerő arányos az N erővel. Tehát, ha a tervező azt a célt tűzi 
ki, hogy az optimalizáláskor kialakuló N ne legyen nagyobb, mint az optimali-
zálás nélküli esetben kapott érték, akkor látható, hogy állandó nyomás esetében 
ezt nem lehet biztosítani. A trapéz alakú nyomáseloszláskor к 10 altarto-
mánynak megfelelő Qopt tartomány vehető csak fel. Ugyanakkor, ha megköve-
teljük a pm a x > optimált P m a x , optimálás nélküli egyenlőtlenséget, akkor a vizs-
gált esetben az Qopt a 9 < к 11 számú altartomány által megadott tarto-
mányban változhatik csak. 
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Vagyis a min pmax, i l le tve min N cél elérése egymássa l el lentétes követe l -
mények . Amenny iben m i n d k é t célt f igye lembe a k a r j u k venn i , úgy a (2.36) a l a t t i 
p rogramozás i fe lada to t f o g a l m a z h a t j u k meg . 
Az á l t a lunk vizsgál t ruga lmas rendszer esetében v(x)-et a (2.17) szerint 
megvá la sz tva , a xp = 0; 0 ,1; 1; 10 esetében k a p o t t op t imá l t ér intkezési n y o m á s 
függvényeke t l á t h a t j u k a 10. ábrán . 
A xp = 0,1 ér ték m é g n e m befolyásol ja a p f ü g g v é n y t , de m á r xp = 1-nél , 
ha nem is vá l toz ik a n y o m á s á l l andóságának t a r t o m á n y a , a C 1 osztá lyú á t m e n e t 
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8. ábra. Optimalizált érintkezési nyomást biztosító Ah kezdeti hézag változások 
s = R,<p 
le, a p m a x m in tegy 2,34-szeresére növeksz ik a xp = 0-nál k a p o t t n a k . A súrlódási 
veszteség csökkenése a p m a x n a g y m é r t é k ű növekedéséhez vezet . 
6.4 Vizsgál juk m e g az 5. áb rán vázo l t szerkezet k o p á s á t a b b a n az ese tben, 
ha az l - e s je lű elem a t á r c sa s ík jára merőlegesen m o z d u l el á l l andónak t ek in t -
hető К = 1 - 1 0 _ 8 т т 3 / J V kopási m é r t é k mellet t . Az (5.6) a la t t i К = <CK, . . ., 
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9. ábra. Pmax> N, XF változása az í?0pt tartomány méretének (fe altartomány számának) függvé-
nyében. A S F — általánosított sík feszültségi állapot, SA — sík alakváltozás 
1 4 0 p á c z e l t i s t v á n 
s = R,<p 
10. ábra. Optimalizálás „ket tős" célfüggvénnyel. Az érintkezési nyomás lefutása (2.17) vezérlő 
függvény esetében y> = 0, 0,1, 1, 10 súlyfaktor mellett 
К > diagonál mátrix az elemenként állandónak tekintett p nyomás approximá-
ciójából adódóan. 
A 11. ábra а г = 0, 20, . . ., 60 „időlépéseknél" kialakuló nyomáselosz-
lást, a 12. ábra a kopás mértékét, míg a 13. ábra a p m a x maximális nyomást és 
a k p közeledés mértékét tüntet i fel. 
Figyelemre méltó, hogy 1 цт-es kopás az érintkezési nyomás maximumá-
nak mintegy 20%-os csökkenéséhez vezet . A kopás növekedésével az érintkezési 
tartomány, és így az N is kismértékben nő. Az eredmények azt mutatják, hogy 
a p m a x csökkenése százalékos összehasonlításban jóval nagyobb, mint az iV-el 
arányos súrlódási veszteség növekedése. 
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11. ábra. A kopás h at ás ár a[ki alakuló érintkezési nyomás 
s = R,(? 
12. ábra. Kopás mértéke т . . időpillanatban" 
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13. ábra. А pmax, A.p változása a r függvényében 
F Ü G G E L É K 
Az érintkezési feladat felállításánál fellépő H hatásmatrix, I ismert elmozdulás 
vektor és ezek h szerinti deriváltjainak előállításával kapcsolatos kérdések 
A potenciális energia minimuma elvet választva, az érintkezési feladat megoldására 
a programozási feladat az alábbi: 
m i n { 1 7 | u $ , - u £ + h > 0 } , ( F . l ) 
anol végeselemes módszer alapján a potenciális energia 
П
= 2 1 [ { » " S ' a 1 ! - " ! ' ] . (F.2) 
Itt Se — а merevségi mátrix, u e — az általánosított csomóponti elmozdulásvektor, qe — az 
általánosított csomóponti terhelési vektor, u^ — az e jelű test k i tüntetet t „normális" irányú 
elmozdulásaiból összeállított vektor, azaz 
u^ = Ae u e , (e = 1, 2) 
h — kezdeti hézagból alkotott vektor. 
Az (F. l ) -hez rendelt Lagrange-féle függvény 
L = П — p* (u% - uj, + h) , 
amiből a Kuhn—Tucker-féle feltételek értelmében 
(F.3) 
(FA) 
du ' dp ^ ' P dp 
(F.5a—с) 
következik. Itt p — az érintkezési nyomással kapcsolatos multiplikátor vektor [13]. 
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A további lépéseket az optimalizációs feladat szempontjából vizsgáljuk. A jelölések 
egyszerűsítése céljából a kezdeti geometriához tartozó mennyiségeknél az alsó к index jelö-
lést elhagyjuk. 
1. Tételezzük fel, hogy a kezdeti rést a merevtestszerűen nem mozgó test felületének 
megváltoztatásával kívánjuk beállítani. Legyen ez a test a 2-es jelű. Ekkor az (F.5a) értelmében 
s - S2 u2 — q2 — A2* p = 0 , (F .6) dL a«!
ahonnan az 
U2 = (S2)->q2 + (S2)"1 A2* p , (F .6a) 
illetve az (F.3)-ra való tekintettel, az 
u2, = A2 ( S 2 ) - 1 A2* p + A 2 (S2)""1 q 2 , 
azaz 
u|, = H 2 p + f 2 , (F .7 ) 
ahol H2 — a 2-es test hatásmátrixa, f 2 — az ismert terhelésből származó elmozdulás vektor. 
Vegyük az (F.6) h szerinti derivál tját: 
àS1
 ц2 du2 № ЗА2« dp 




Az (F.3) értelmében 
/ei4_i(5A2* as2 ач2 , .,„ ар) 
a«2, __ aA2 2 L ж 2 du-
illetve au?i/5h értéke az (F.7) alapján 





1 0 ) 
Az (F.9), (F.10) összevetéséből az (F.6a) és az (F.8) f igyelembevételével az alábbiakat kapjuk: 
Ж ~ ( ж ~ A 2 ( s v " f f ) ((S2)_I 42 + (S2)_1 p) + 
+ A 2 ( ( S 2 ) - ^ p ) + A 2 ( S 2 ) - 1 ( ^ + A » f ) , 
azaz 
ж - [ " ж - A2 (S2)" « ( S 2 ) _ 1 4 2 + A2 (S2)_1 Ж ' ( F - n ) 
ан
;  
ah = ( " Ж " - A 2 ( S 2 ) _ 1 Ç ) (S2)"1 A " + A 2 ( S V ^ , (F .12) 
vagyis a H2, f 2 mennyiségeknek a h vektor elemei szerint vett deriváltjai az A2, S2 mátrixok 
deriváltjain keresztül fejezhetők ki. 
Vizsgálatainkat korlátozzuk vékonyfalú elemekre. Vékonyfalú elemeknél (Kirchhoff 
Love hipotézisre épülő héj elméletnél, Bernoulli-féle hipotézisre épülő prizmatikus tartóknál) 
a merevségi mátrix deriváltjának kiszámítása állandó falvastagság esetében igen egyszerű. 
Ugyanis ezekben az esetekben a merevségi mátrix 
S2 = (b3) (lemezeknél, héjaknál) (F .14) 
(tartóknál) (F .13) 
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alakban képezhető, ahol b a lemez, héj vastagsága, a tartó magassága, és így lemezeknél 
míg a tartónál 
dS* d s2 as2 
dhi dbi db 
dS2 dS2 dS2 
dhi dbi ~ db 
= 3(b)2 S§ = S2 , (F.15) 
- 4 - s 2 . (F.16) b 
Amennyiben az 12 tartományon a lemez, héj, tartó szakaszonként (elemenként) állandó, 
de különböző vastagságú, úgy a fenti deriváltakat elemenként kell venni. 
Mivel az A2 a jelen felállításban „projektor" mátrix (A2-ből azuf, kitüntetett irányba eső 
elmozdulásokat állítja elő), ezért annak deriváltja zérus. (Vékonyfalú elemeknél az u x - t a 
középfelület elmozdulásának tekintjük és az érintkezési-elválási feltétel felírásakor vesszük 
csak figyelembe a falvastagságot a h elemeinek meghatározásakor.) А $Я2/<)Ь derivált csak 
akkor különbözik zérustól, ha a testre térfogaton megoszló terhelés vagy hőterhelés hat . 
Ily módon vékonyfalú, állandó falvastagságú elemekből felépített rugalmas héjszerke-
zet esetében a falvastagság megváltoztatásából adódóan a hatásmátrix deriváltja 
Л Н
2
 3 3 0
 - — A 2 [ (S 2 ) - 1S 2 (S 2 ) - 1 A 2 * - f - = _ - 2 _ H 2 , (F.17) db 6 b 
míg prizmatikus tartóknál 
Э Н 2
 = Л н
2
. (F.18) db b 
2. Térjünk át arra az esetre, amikor a kezdeti hézag változásából adódó geometriai 
változtatást az l -es jelű, merevtestszerű mozgást végző testen kívánjuk végrehajtani. 
A [13] munka eredményeit felhasználva írhatjuk, hogy az érintkezést-elválást kifejező 
geometriai egyenlőtlenség 
y(°> = H p — G u f — t = 0 , (F.19) 
ahol 
H = H' + H 2 , H = A,', (S]2)-2 A l f , 
H 2 = A2 (S2)"1 A2* — a hatásmátrixok, 
G = A, — An (S|2) 1 S21 — a geometriai mátrix , 
t = F — f2 — h az jsmert terhelésből, kezdeti 
geometriából származó vektor, 
f 1 = A|, (SJj)—'qi,, f 2 = A2(S2)-1[q2 . 
Itt S22 az l -es jelű test merevségi mátrixának invertálható része, Af, az S22 mátrixot 
szorzó elmozdulásokhoz tartozó A1 „projektor" mátrix része, uf a merevtestszerű mozgást 
biztosító elmozdulásvektor, q a terhelési vektor. 
Jelen esetben a normálirányú elmozdulásvektor 
uJ, = Aj UÍ + Aj, 4 . (F .20) 
Az 
L = П — p* (A2 u2 -— A1 u1 + h) (F.21) 
Lagrange-féle függvényből a már használt (F.áa) feltételből az 
rsu S12l' Ги, 1' - l~q, V 
k , s j [ - „ I Lq„J 
Af j1 p = 0 (F.22) 
Aîij 
egyenlethez jutunk. 
Az (F.20) egyenletet h szerint deriválva, majd az (F.22)-ből az u|, elmozdulást kifejezve, 
illetve annak deriváltját véve. behelyettesítés és rendezés után az 
= H' p + Gui + f1 (F.23) 
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egyenletre is tekintettel, a 
ЭН
1
 ЭС »V dp ,
 r dui 
kifejezés adódik, ahol a H1 hatásmátrix deriváltja 
^ = Ah ( S y - > ^ + ^ (Sis) - 1 An*— Ai, (Sb)"> f p ( S b ) - Ah*, (F .24) 
a geometriai mátrix deriváltja pedig 
| г = Ж " ~ T ( s y - ' + - f r <s»>_1 s " - A " ( s «) _ 1 - f r • <F-25> 
végezetül az ismert f 1 elmozdulás deriváltja 
f =A1 («У"1 & + A" ^  " í r ) <F"26> 
Következésképpen 
A kezdeti geometriánál állandó 6 vastagságú lemezt, illetve héjat feltételezve, ЗА'/ЗЬ = 
= 0 mellett a 
ÔH« ан> — Aj, (SJ,)_ 1 A»* = j - H 1 , 
ah " v"22/ ah Ь 
eredményeket nyerjük. Az (F.24)— (F.26) összefüggéseket prizmatikus tartóra felhasználva, a 
+ f - = 4-A}, (H 1 + ( s t ó - 0 s b 
deriváltakat kapjuk. 
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Optimation of the Distribution of the Contact Pressure. — A procedure simply realizable 
by calculation technique is presented to be used to the optimation of the distribution of the 
contact pressure produced in case of a contact without friction. The minimum of the highest 
pressure is searched for in such a way that in the vicinity of the border of the contact region 
the progression of the pressure should assure the condition that the stress pattern developing 
at the transmission of the load is not singular at the points of the region of contact. This can 
be realized by a suitable formation of the bounding surfaces of bodies. The optimum form might 
be produced by soluving linear programming problem. Propositions are established in connec-
tion with the control of the pressure and the effect of the power loss by friction, on minimizing 
the highest pressure, is investigated. In case of thin-walled shells and plates as well as prisma-
tic beams, the effect of the change in the wall thickness taking place as a result of optimizing, 
will be taken into consideration by the development in series of the effect-function according 
to the Taylor series. In case of the method of f inite element displacement, the problems of the 
influence-matrix and the production ofithe displacements caused by known loadings and their 
derivatives, w i th respect ot the gaps, are investigated. Numerical examples are presented for 
controlling the pressure in case of the contact of ring-formed plane solids and the time-depen-
dent progress of wear in proportion to the contact pressure is analysed. 
Optimierung der Verteilung des Kontaktdruckes. — Es wird ein rechnungstechnisch ein-
fach realisierbares Verfahren zur optimalen Verteilung des beim reibungslosen Kontakt auftre-
tenden Kontaktdruckes beschrieben. Der Mindeswert des höchsten Druckes wird mit der Ab-
sicht gesucht, daß in der Nähe des Kontaktdruckbereichs die Bedingung, daß der sich bei der 
Lastübertragung entwickelnde Spannungszustand in den Punkten des Kontaktbereiches nicht 
singulär sei, gesichert werde. Dies kann durch die entsprechende Ausgestaltung der Grenz-
oberflächen der Körper erreicht werden. Die Optimalform wird aus der Lösung der linearen 
Programmierungsaufgabe erhalten. In Zusammenhang mit der Regelung des Druckes wird 
die Auswirkung des durch die Reibung verursachten Leistungsverlustes auf die Minimalisierung 
untersucht. I m Fall von dünnwandigen Schalen und Platten, bzw. von prismatischen Trägern 
wird die Wirkung der bei der Optimierung stattf indenen Änderung der Wanddicke durch die 
nach der Taylorschen Reihe durchgeführte Entwicklung der Wirkungsfunktion berücksich-
tigt. Im Fall der Elementenverschiebungsmethode werden die Probleme der Wirkungsmatrix, 
der durch die bekannten Belastungen hervorgerufenen Verschiebungen und der nach der Lücke 
Derivierten derselben behandelt. Zahlenbeispiele werden zur Steuerung des Druckes, im Fall 
des Kontakts von ebenen ringförmigen Körpern, sowie der zeitliche Ablauf der zum Kontakt-
druck proportionalen Abnutzung untersucht. 
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TAIT TÉTELÉNEK VÁLTOZATA 
SZMODITS K Á Z M É R * 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 
[Beérkezett: 1981. január 3-án] 
A négyszíntétel lel ekvivalens ismert té te lek Tait, Heawood és Hadwinger t é t e -
lei és az a követe lmény , hogy a térképnek l egyen Hamil ton köre, v a g y minden csúcs -
pontja páros körre essen. 
A következőkben egy a négyszíntétellel ekvivalens olyan új tételt vezetünk le , 
melynek fennállása valószínű, és így a négysz íntéte l heruisztikus bizonyításának 
tekinthető. 
T A I T ismert tétele szerint А К trivalens térkép országai 4 színnel jól akkor 
színezhetek, ha К határai 3 színnel úgy színezhetők, hogy minden csúcspontban 
3 különböző színű határ illeszkedik. T A I T tétele ekvivalens a négyszíntétellel [ 1 ] . 
A következőkben egy T A I T tételéhez hasonló, ugyancsak a négyszíntétellel 
ekvivalens tételt vezetünk le. 
A térképek szokásos színezési feltétele szerint a szomszédos országok színe 
különböző, és a színezéshez szükséges színek minimális száma síktérkép eseté-
ben a sík Xi{K) kromatikus száma. 
Vezessük be a főtétellel egyidejűleg érvényes következő mellékfeltételt: 
Az országhatárok is legyenek színezettek úgy , hogy színük különbözzék az 
azokkal elválasztott országok színeitől és minden csúcspontban 3 különböző 
színű határ illeszkedjék. 
А К térkép fő- és mellékfeltétel szerinti színezéséhez szükséges színek 
minimális száma а К térkép X2(K) kromatikus száma. 
Nyi lvánvalóan érvényes a következő egyenlőtlenség: 
Xi(K) < X2(K). 
Egy adott trivalens térképre rajzoljuk rá annak egy triangulációt képező G duá-
lis gráfját, ahol minden országot, illetve minden országhatárt G egy csúcspontja, 
illetve egy éle reprezentál. A G duális gráfjára is felírható, hogy 
XÁG) < '/2(G). 
A G gráf csúcspontjait színezzük az azoknak megfelelő országok színeivel, 
éleit pedig színezzük az 1. 2. 3. ábrákon az összes lehetséges háromszögekre 
* Prof. Dr. Szmodits Kázmér. 
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megadott színekkel. E színeket jelölő számokat átírjuk az éleket metsző és 
azoknak megfelelő országhatárokra, me lyek színeit az átírt számok jelölik. 
A leírt eljárással a következő három esetet tárgyaljuk: 
1. H a a térkép minden országának páros számú határa van, azok, mint 
ismeretes, a főfeltétel szerint 3 minimális számú színnel színezhetők, és így 
Xi(G)3 = 3. A G trianguláeió az 1. ábrán feltüntetett háromszögből áll, ahol a 
csúcspontok (1), (2), (3) számai az országok, az élek 1, 2, 3 számai pedig az or-
szághatárok színeit jelölik. 
1 
1. ábra 
A csúcspontok zárójeles számai és az élek számai jelöljenek azonos színeket. 
Mivel az oldalak színei n e m azonosak a végpontjaikra eső csúcspontok színeivel, 
továbbá, mive l az 1. ábra háromszögének oldalai is különböző színűek, a fenti 
eljárással az országhatárok a mellékfeltétel szerint a 1, 2, 3 színekkel színezhe-
tők és így £2(G)3 = 3. 
2. ábra 
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2. А К térkép országai legyenek a főfeltétel szerint 4 színnel színezve. 
A triangulációban a háromszögcsúcsok lehetséges színezésének száma 
A 2. ábra teljes gráfja fe l tüntet i a 4 háromszöget és azok oldalainak 1, 2, 
3, 4, 5 színekkel va ló színezését. 
А К térkép határait a fenti utasítás szerint színezve a mellékfeltételt kielégítő 
színezést kapjuk, ahol y2(G)4 = 5. 
3. А К térkép országai legyenek a főfeltétel szerint 5 színnel színezve. 
A triangulációban a báromszögcsúcsok lehetséges színezésének száma 
A 3. ábra teljes gráfja fe l tüntet i e 10 báromszöget azok oldalainak 1, 2, 3, 
4, 5 színekkel való színezésével. 
А К térkép határait a fenti utasítás szerint színezve, a mellékfeltételt kielégítő 
színezést kapjuk, ahol y2(G)5 = 5. A 3. ábrából kitűnik, hogy az tartalmazza a 
2. ábrát. 
A fentiek szerint a 4 és 5 színnel színezett térképek határainak a mellék-
feltételt kielégítő átszínezése esetében: 
Xz{G)i = A2(G)5 = 5 -
Mivel csak a főfeltétel kielégítéséhez valószínűleg kevesebb szín szükséges, mint 
a fő és mellékfeltétel együttes kielégítéséhez, fe l tételezhető,hogy а /
Л
(С) < /2(G) 
összefüggés helyett a ^(G) < %2(G) összefüggés érvényes. Az 1. különleges eset-
ben fennáll а = #2(G)3 összefüggés. 
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A 2. esetben a minden síktérképre érvényes Xi(G)i <C #2(^)4 összefüggés 
ekvivalens a négyszíntétellel és azt valószínűsíti. 
A 3. eset 5 = XÍ(G)S eredménye szerint valószínűleg 5 nagyobb, mint a sík 
kromatikus száma, mert 5 szín elegendő a fő- és mellékfeltétel kielégítéséhez és 
ezért ez is a négyszíntételt valószínűsíti . 
Ismeretes, hogy a projektív sík, a Möbius szalag és a Klein-féle palack 
egyoldalú felületek kromatikus száma X\ = 6. A fentiekhez hasonló megfonto-
lással azt kapjuk, hogy e felületeknél y2 = 9. Ez az eredmény is a <C X2 
összefüggést valószínűsíti. 
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Vierfarbenlehrsatz gleichwertiger neuer Lehrsatz abgeleitet, dessen Gültigkeit wahrscheinlich 
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EGY TENGELYSSZIMMETRIKUS ÉRINTKEZÉSI 
FELADAT A LINEÁRIS NYOMATÉKI 
FESZÜLTSÉGI RUGALMASSÁGTANBAN 
S Z E I D L G Y Ö R G Y * 
[Beérkezett 1979. február 20-án] 
A tanulmány féltérre ható köralakú m e r e v nyomó bélyeg ese té t vizsgálja n y o m a -
téki feszültségek hatásának f igye lembevéte léve l . Az adódó v e g y e s kerületiértékfeladat 
megoldása a klasszikus esethez hasonlóan k e t t ő s integrálegyenletekre vezet. K i m u t a t j a 
a dolgozat, hogy az í2 anyagjel lemző két szélső értékére (í2 = 0 és Z2 — oo esetére) sík-
lappal lehatárolt bélyegnél a klasszikus nyomáseloszlás adódik. Másik megoldásként a 
kiegészítő munka minimumának elve javasolható . A kiegészítő energia funkcionál mini-
malizálása Ritz módszerével történik. Számpélda síklappal lehatárolt bélyegre v o n a t -
kozik. A megrajzolt diagramok érzékeltetik a klasszikus esettől va ló eltéréseket. 
1. Bevezetés 
A lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan érintkezési feladataival 
— ismereteink szerint — eddig csupán az [1] tanulmány foglalkozott. Az idé-
zett mű síkbeli viszonyok között félsíkra ható speciális alakú merev nyomó-
bélyeg esetén ad megoldást. A klasszikus esettől eltérően azonban zárt alakú 
képletek levezetése nem volt lehetséges. 
Jelen tanulmány a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan keretei 
között féltérre ható merev nyomóbélyeg esetét vizsgálja tengelyszimmetrikus 
viszonyokat feltételezve. A bélyeg és a féltér közötti súrlódástól eltekintünk. 
A megoldás során a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan valameny-
nyi feltevését érvényesnek tekintjük [2, 3]. 
A numerikus megoldáshoz — mechanikai szemléletessége iniatt — a 
kiegészítő munka minimumának elve kerül felhasználásra. Ezzel összefüggés-
ben röviden ismerteti a tanulmány a kiegészítő munka minimuma elvének al-
kalmazási lehetőségeit a fenti érintkezési problémával azonos jellegű vegyes 
kerületi érték-feladatok esetén a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasság-
tanban. 
A klasszikus rugalmasságtan analóg problémájának megoldását számos ru-
galmasságtani monográfia, így S N E D D O N könyve is részletesen ismerteti [ 1 3 ] . 
* Dr. Szeidl György, 3529 Miskolc, Derkovits u. 54 
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2. Az érintkezési feladat kettős integrálegyenletekre történő visszavezetése 
A vizsgált 1. ábrán v á z o l t tengelyszimmetrikus peremértékfeladat e se tén 
az r, z hengerkoordináták használata célszerű. Legyen a z = 0 sík a fé l tér 
határolósíkja. Jelölje az e lmozdulásvektor összetevőit (u r , 0, uz), a nem szim-
metrikus feszültségi tenzor nem eltűnő összetevőit <rrz, tzrs t-rzs a 
nyomatéki feszültségi t enzor deviátoros részének nem e l tűnő összetevőit p z 0 , 
Paz-, pros Par- A féltér határolósíkján 
alakúak a peremfeltéte lek. 
I t t ô = const, а a bé lyeg sugara, w0(r) pedig a bé lyeg felületének for-
máját meghatározó sima f ü g g v é n y t jelöl. 
Megköveteljük, h o g y az elmozdulások — merevtestszerű mozgásoktól 
eltekintünk — és a feszültségek z —>• oo e se tén zérus értékűek legyenek. 
A lineáris nyomaték i feszültségi rugalmasságtan Bouss inesq fe ladatának 
tengelyszimmetrikus v i s zonyok közötti megoldását a [4] tanulmány közl i . A 
Boussinesq feladatra v o n a t k o z ó peremfeltételek a fent iektő l csak anny iban 
különböznek, hogy (2.1 —1.2) helyett a 
и
г(°» T ) =uz = ô — w0(r); 
<т
гг
(0, r) = 0 ; 
т
г г
(0, r) = pzi(0,r) = 0; 
= ô  w0(r); 0 r < а 
а < r 
 и
г
Ж r)   O ^ r ( 2 . 1 - 3 , 4 ) 
( 0 , r ) = p ( r ) 
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Mondottak szerint az ur, uz elmozdulásokra, a arr, a a z z , тГ2, тгг feszült-
ségekre és а pz9, рдГ nyomatéki feszültségekre vonatkozó [4] (4.10 — 1, . . ., 9) 
alatti megoldások a jelen esetben is alkalmazhatók, ha ismeretes a bélyeg 
alatti p(r) feszültségeloszlás. Ennek meghatározásához a [4], (4.10—2,6) alatti 
egyenletek felhasználásával (2.1 — 1.2)-ből az alábbi kettős integrálegyenletek-
hez jutunk 
«5- u>0(r) = - Г Я + 2(1 J0(kr)dk; 0 <,r< a 
Jo 2p(l + p) . , A + 2p
 nI,IO к 1 0V 1 + — — - 2 № 1 — — 
A + /I \ n I ( 2 . 3 - 1 ) 
|cr22(r, 0) = 0 = P° kp(k)J0(kr)dk ; a<r. ( 2 . 3 - 2 ) 
Fenti összefüggésekben Jn(kr) a zérusrendű elsőfajú Bessel függvényt, 
A, /t, l2 anyagi konstansokat, p(k) pedig p(r) zérusrendű Hankel transzformált-
ját jelöli, n2 = k2-\-l/l2. A Hankel transzformáció értelmezése [13] és (2.1 — 2) 
alapján 
m =J o ° rp(r)J0(kr)dr, p(r) = J ~ kp(k)J0(kr)dk. (2.4) 
Az 
т/а = e; ak = I ; L2 = l2/a2; N2 = »L 2 + 1 
összefüggések felhasználásával (2.3) (2.4)-ben új változókra célszerű áttérni. 
Eszerint: 
- ( J - I F 0 ( e ) ) = | o " p ( | ) [1 + G ( | L ) ] J 0 ( l e ) d | ; 0 ^ e < 1 (2 .5—l) 
= J 0 ° lp(l)J0(le)dl = 0 ; 1 < e , ( 2 . 5 - 2 ) 
ahol 
továbbá 
G(|L) = ж ^ 2L2 |2(1 £L/N) 
1 + 2 o L 2 ? ( 1 - £ L / N ) 
W0(Q) = а£и>0(е); A = aßd , 
A + p A + 2 p 2(1 — v) 
(E а Young-féle rugalmassági modulus, v a Poisson szám.) 
Vegyük észre, hogy lim G(u) = 0. 
U —-oo 
A (2.5 —1.2) alakú kettős integrálegyenletek vizsgálatával elsőként 
T R A N T E R foglalkozott [ 5 ] . Fredholm típusú másodfajú integrálegyenlet meg-
oldására vezeti vissza a feladat megoldását C O O K E tanulmánya [6]. 
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Jelen dolgozat a (2.5 —1.2) kettős integrálegyenletek megoldását a [7, 
9] tanulmányok alapján ismerteti. Megjegyezzük azonban, hogy a [6, 7]-ben 
bemutatott eljárások egymással ekvivalensek. A kettős integrálegyenletek el-
méletét ismertető összefoglaló műként S N E D D O N [ 1 4 ] könyve említendő. 
3. A kettős integrálegyenletek megoldása 
A (2.5 — 1.2) kettős integrálegyenletek megoldását 
P(£) = jo T' í l ) c o s ^Vdrj (3.1) 
alakban keressük, ahol (p{rj) új ismeretlen függvény. 
p ( f ) fenti előállítása kielégíti a (2 .5 — 2) egyenletet . Ezt p (Ç) helyettesí-
tését köve tő parciális integrálással majd az 
poo 
I sin Jo(ie) di = (if - в
2) " e < v 
о Q >v 
(a) 
integrál ( [15] 6.671 — 1) f igyelembevételével ellenőrizhetjük. 
cp(ij) meghatározására (3.1) (2 .5—l) -be történő helyettesítése és az 
cos £r)J0(£q)d£ = (b) 
0 q <r, 
í 
(g2 - r f ) 2 q >r) 
integrál ( [15] 6.671 — 2) felhasználása u tán az 
+ j / M c o s ШЛШМб = Wn(q) - A ; 0 <,Q<1 
egyenlet adódik. Ha a bal oldalon álló első integrálban az r] = q s in \p össze-
függés alapján új változóra térünk át , a második integrálban pedig a Bessel 
függvények ismert 
2 ГпР 
J0(e£) =— cos sin v)dy> 
n Jo 
előállítását ([15] 8.411 — 2) helyettesítjük, akkor az 
т/2 г 2 Г1 
cp(q sin y>) -\ cp(rj) G(£L) cos |rj cos cos (q£ sin гp)d£dr) 
Jo L я Jo Jo 
= ^ o ( e ) - à 
dip = 
( 3 . 2 - 1 ) 
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egyenlethez, végső soron t e h á t 
rnl 2 
F(Q sin
 w)dip=W0(e) = W0(e) - A ( 3 . 2 - 2 ) 
Jo 







p(0) + e j W'(Q sin ip)dip = W(Q) (3.3) 
megoldásába helyettesítve (3.2 — 1) alapján F(e) értékét a <p(p)-ra vonatkozó 
v(e) + — í%0?) e)<*4 = W(Q) 
л Jo 
K(v,q) =G(r,+ е) + С ( ч - e) (3-4) 
G(V) = J " G(SL) c o s ÇRJDI 
másodfajú, szimmetrikus magú Fredholm típusú integrálegyenlet következik. 
A (2.3—2), (3.1) összefüggések alapján (a) felhasználásával ellenőrizhető, 
hogy a bélyeg alatti feszültségeloszlás, valamint a féltérre ható nyomóerő a 
P = —2л í (p(e)dg (3.6) 
Jo 
összefüggésekből számítható. 
Nem sík alapú bélyeg nem teljes besüllyedése esetén a z — 0 síkon a 
normálirányú ctzz feszültség folytonos. Ehhez a 
q p ( l ) = 0 (3.7) 
egyenlet fennállása szükséges. A bélyeg <5 benyomódása és az érintkezési tar-
tomány a sugara a P nyomóerő ismeretében a (3.6). (3.7) egyenletek alapján 
határozható meg. 
4. A klasszikus esettel történő egybevetés és a megoldhatóság kérdése 
Legyen a bélyeg sík alapú (м>0(г) = 0). Megmutatjuk, hogy a (3.4) alatti 
integrálegyenlet megoldásából ekkor L —>• 0 és L —• oo esetén a klasszikus 
megoldás következik. 
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1) Az L —>• 0 esetben — a határétrékeket jobbra fenn álló zérus külön-
bözteti meg — (3.4)-ből 
<P°(e) + — f 1 <P0(ri)Ko(n, e)drj A (4.1) 
71 J 0 71 
következik. 
Ismeretes — ([15] 3.741 — 2) —, hogy 
J-co 1 
— cos £r) sin £pd£ 
о £ 
л/2 r\ < Q 
л/4 Г) = Q 
О Г] > Q 
= B H ( Q - r j ) , (4.2) 
Là 
ahol H az egységugrás-függvény. 
Könnyen meggyőződhetünk arról is (4.2) és (3.4—2.3) felhasználásával, 
hogy az 
Г™ 1 
e) = — G(£L) cos £i? sin £pd£ 
Jo £ 
funkcionál tekintetében [17] rendre teljesülnek az 
(4.3) 
Щг), g) = B G ( 0 ) Ж е - r,) 
Là 
КЧп, g) = l i m - A F( 4 , g) = - J C ( 0 ) «5(g - t?) 
i - o dg 2 
(4.4) 
egyenlőségek, ahol <5 a Dirac függvény. A keresett q>°(g) határérték (4.4—2) 
(4.1)-be történő visszahelyettesítése után adódik: 
<P°(e) = - 2 Д Ц 1 + G(0)). (4.5) 
Ennek birtokában (3.6) és (3.5) felhasználásával számítható a nyomóerő 
P =4x1/(1 + G(0)) , (4.6) 
és az ismeretlen feszültségeloszlás 
l im oZ2(r, 0) = - A — — ; 0 < / r < a . (4.7) 
l ^ o 2?ra2 (1 — (r/a)2)1 '2 
2) Az L —• oo esetben p) határértéke zérus és í gy (3.4)-ből a 
l im 9(e) = — 2А/л (4.8) 
L~<*> 
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eredmény következik. Ezzel (3.6)-ból adódik a nyomóerő 
P = 4z í , (4.9) 
(3.5)-ből pedig a feszültségeloszlás 
ü= '»(r'0) = - w r ! 0 ^ r < " ' (410) 
A (4.8), (4.10) összefüggések valóban a klasszikus nyomáseloszlás össze-
függései. 
Továbbiak a megoldhatóság kérdésével foglalkoznak. 
A (3.4) alatti Fredholm típusú másodfajú szimmetrikus magú integrál-
egyenlet szokásos alakja: 
<p(e) - a jVf t ) K(v, e)dr, = W(q) , (4.11) 
ahol 
A = í , K(rj, e) = - - K ( r j , e) -. (4.12) 
n 
A Fredholm-féle alternatívatétel [18a] értelmében а (4.11) integrál-
egyenletnek létezik egy és csak egy folytonos megoldása [186], ha A = 1 nem 
sajátértéke az adjungált homogén integrálegyenletnek. Utóbbi állítás a mag 
[0,1] X [0,1] intervallumon való folytonosságára tekintettel akkor is igaz, ha 
a [0,1] intervallumon szakaszonként folytonos y> függvények halmazán tel-
jesül az 
Ii(w) = f í K(r), g) f(ri) y>(g) drjdg = j 
Jв Je 
= _ А Г
1
 Г' Г G ( | L ) COS II? c o s igdi rp(r,)
 w(g) dr,dg < 0 ; <5£ ( 0 , 1) ( 4 . 1 3 ) 
тс Ja Ja Jо 
egyenlőtlenség, azaz, ha a mag negatív définit. 
Az 
-00 
I(r), g) = G( |L) cos ir\ cos ig di 
Jo 
integrál a rjÇfô, 1], ç>6[<5, 1] tartományon egyenletesen konvergens, hiszen 
lim G(u) = C/u2; С = állandó. Ezt f igyelembe véve (4.13)-ban felcserélhetők 
U—oo 
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az integrálások. í g y 
Ш = - G(!L) IJ1
 V(e) cos l e dQ j2d! < о, 
mivel G( |L) > 0, hacsak 0 < | < oo; L > 0 és — oo <
 v < , 0,5. Q.e.d. 
5. Közelítő megoldás előállítása 
A (3.4) Fredholm integrálegyenlet megoldása páros indexű Legendre 
polinomok szerint haladó sor alakjában kereshető: 
vie) = ^ ( - 1 ) " akgkP2k{Q) 
л=о 
g o = l ; 8k = ( 2 f c - l)!!/2fcü к = 1 , 2 , . . . ( 5 Л ) 
A sor ismeretlen ak együtthatóinak számítására (3.4)-ből kiindulva ismert 
módon — pl. [9] — végtelen méretű lineáris egyenletrendszer vezethető le. 
A dolgozat az egyenletrendszer levezetését e helyütt nem taglalja, csu-
pán a bélyeg alatti feszültségeloszlás jellegére kíván rámutatni. 
A viszonylag egyszerűen ellenőrizhető 
£ P2k(v) cos IT, Aj = ( - ! ) " ~t— J 2k+m(^) 
21 
integrál segítségével a bélyeg alatti feszültségeloszlás Hankel transzformált-
jára (3.1) és (5.1 — 1) alapján 
p(l) = а к 8 к (5-2) 
az eredmény. 
А [18] 7.7.4 pont (29), 2.9 pont (1), 10.9 pont (21), 10.10 pont (21), (24) 
formuláinak egymást követő felhasználásával kimutatható, hogy pÇ[0,1] 
esetén 
Г f í J W « ) M*e) dl = 1Д—(1 - e2)1'2 P* (УГ=1*) • (5.3) 
JO Л gk 
Ezzel a bélyeg alatti feszültségeloszlásra (2.3—2), (5.2)-ből 
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Megjegyzendő, hogy A L E K S Z A N D R O V más úton teljes matematikai szigorú-
sággal is kimutatta a ^2.5) alatti t ípusú kettős integrálegyenletekre vonatkozó 
megoldás fenti jellegét [11]. 
A szemügyre v e t t érintkezési feladat a Castigliano-féle variációs elv 
segítségével is tárgyalható. Klasszikus esetben a Castigliano-féle variációs elv 
érintkezési feladatokra történő alkalmazásával K A L K E R tanulmánya foglal-
kozik [10]. A lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtanban ezt a lehető-
séget a jelen tanulmány függeléke tekinti át. A vizsgált feladatra történő alkal-
mazást a jelen pontban mutatjuk be. 
A függelék (7.10) formulája szerint tengelyszimmetrikus viszonyok 
esetén a 
Щр) = Iű P(r) ("z - 2ü z ) rdr (5.5) 
Jo 
funkcionál minimumát kell meghatározni, ahol uz az ismeretlen p^r)-hez tar-
tozó megoldás, й
г
 pedig előírt elmozdulás. A (2.1 — 1) és az uz (r, o)-ra vonat-
kozó megoldást adó (2.3 — 1) összefüggések alkalmazásával — tekintettel a 
(2.5 — 1) levezetése során végzett átalakításokra — (5.5)-ból 
J(p) = - — f («5 - » o ( e ) ) e p ( e ) dg - Г [ i + С(Щ] г 2 ( | ) (5.6) 
a Jo Jo 
J(p) =ß<P(p)/a\ 
(5.7) 
TG) r)p(rj) j ( m dr,. 
Megjegyzendő, hogy ugyanezen funkcionált kapjuk, ha a (3.4) integrál-
egyenlet megoldására a N O B L E által javasolt variációs módszert használjuk 
[12, 14]. 
A J(p) funkcionál minimumát Ritz módszerével keressük. p(g)-1 az 
(5.4) összefüggés szerint választva az ismeretlen ak együtthatókra a 
- M e ) . = 0 , к = 0, 1, 2, . . . (5.8) 
да
к 
minimumfeltételből végtelen méretű lineáris egyenletrendszerhez jutunk. 
A számítások során célszerű felhasználni a Legendre polinomok ortogo-
nalitását: 
f Í V f W ) P2;(V W ) 0(1 - g2)^dg = j ( 4 £ + * = { 
Jo l 0 i=j=j 
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és az (5.3) integrált zérusrendű Hankel transzformáltnak tekintve a transzfor-
máció megfordításával nyerhető 
£ J0(lt?) P2k (VI - r f ) 4(1 - f f ) " 1 ' 2 dr, 
kifejezést, továbbá a 
Л — 
2 |;r"t J2i+m( Ю 
ô =«®o(e) - e2) 
fc=0 
sorfejtést, ahol 
= (4fc + 1) J*
 Q(ô - tc0(p)) (1 - 9 2 ) - 1 ' 2 P 2 k ( f T E = _ ? ) de . 
Végeredményként az ak együtthatókra vonatkozó 
£ = B, ; i , fe = 0, 1 , . . . (5.9) 
j 
lineáris egyenletrendszer együtthatómátrixa és jobb oldala tekintetében 
2 ßabk 
Aik =g*k[*aJ( 4ft + 1) + Iik]; Bk = 
r ~ l 
I k = I — Щ Ц Лн- i / sG) J i k + m i è ) ^ ; ô lk = 
Jo ç 
adódik, ha a [15] 6.538—2 integrált is kihasználjuk: 
1 
— Jit+lli (v) J2J+lM dr) = 
О V 
л 4k + 1 
0 i¥-k 
1 i =k 
(5.10) 
V 
A (3.7) feltételt a 
egyenlet fejezi ki. 
A nyomóerő értéke 
(4J + 2 ) - i , i =j 
0, i ^ j 
2 a * = ° (5- 1 1 ) 
k=0 
P = — 2jro0 . (5.12) 
Kimutatható (5.1 — 1) felhasználásával, követve a [9]-ben leírt gondolatmene-
tet , hogy (3.4)-ből ugyancsak az (5.9, 10) lineáris egyenletrendszer követ-
kezik. 
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Az (5.9, 10) lineáris egyenletrendszer tanulmány által javasolt leveze-
tését a mechanikai gondolatmenet áttekinthetősége indokolja. 
Közelítő megoldáshoz — véges számú egyenlethez az — (5.4) sorfejtés 
véges szeletének felhasználásával jutunk. 
6. Számpélda 
Numerikus számításokat sík alapú bélyeg esetére végeztünk. 
Figyelembe véve, hogy ekkor 
B0= — ßaö; Bk = 0 0 
n 
es 
A0o — 1 loo 
(5.13)-ra is tekintettel első közelítésben 
P 1 
CzÁr, 0) = - ; P = 4 / Ы / ( 1 + J 0 0 ) . 
I n a 2 (1 - (r/a)2)1 '2 
Innen — J 0 0 (5.11 — 3) szerint L függvénye — L -* 0, és L oo esetén а 




0,1 0,2 0,3 OÁ 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
2. ábra. A bélyeg alatti au feszültség és a klasszikus esetre érvényes дгг megoldás hányadosa 
azonos nyomóerő esetén, ha v értéke zérus 
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x = 0.5 










0 ,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0 ,5 0,6 0,7 0,8 0 ,9 ] 0 
3. ábra. A bélyeg alatti azz feszültség és a klasszikus esetre érvényes óa megoldás hányadosa 
azonos nyomóerő esetén, ha v értéke 0,5 
А V = 0; 0,5, E = 2 • 10е kp/cm2, Ô = 0,0025 cm adatokra vonatkozó 
számítási eredményeket a 2. és 3. ábrák szemléltetik. A diagramok jellege meg-
egyezik a félsíkra vonatkozó analóg érintkezési probléma kapcsán nyert 
diagramok jellegével [1]. 
Jól látszik, hogy l im <fa/ó гг —*• 1. L —>- 0 esetén a határérték szinten 
egységnyi. Az L = 0,1 görbe kezdeti szakaszán az L = 0,2, 0,4 esetre érvényes 
görbékkel összevetve ez szintén érződik. A ozz feszültség [ l ] -el azonos karak-
tert mutat a bélyeg széle felé haladva: gyorsabban növekszik mint a klasszikus 
esetben (o z z jó z z > 1). 
7. Függelék 
Jelen függelékben a lineáris nyomatéki feszültségi rugalmasságtan egy 
érintkezési típusú vegyes peremértékfeladata esetén mutat juk be a Castigíiano-
féle variációs elv alkalmazási lehetőségét. 
A dolgozatban tárgyalt tengelyszimmetrikus feladat az itt bemutatott-
nak speciális esete. 
A számítások során az ( x v x2, x3) kartéziuszi koordinátarendszert hasz-
náljuk és alkalmazzuk a szokásos jelöléseket: ôqs Kronecker szimbólum, epgs 
permutációs szimbólum, vessző után álló index koordináta szerinti deriválást 
jelent, összegezési konvenció néma indexpárra. 
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Térfogati terhelésektől e l tekintünk. 
A lineáris nyomaték i feszültségi rugalmasságtan mezőegyenlete i t a <pp 
szögelfordulásvektort, az epq elmozdulási és ypq forgási alakváltozási tenzort , az 
up elmozdulásvektorral m e g a d ó 
1 
2 
ePQ —~(UP,q + W<?,p)' 
kinematikai egyenletek, 
a centroszimmetrikus esetre érvényes 
(7.1) 
pq fq.l 
epq ' Cpqrs G(rs)i xpq — ^pqrsprs (7.2) 
Hooke - törvény — GpqrS, A p q r s az anyagi allandok tenzora , opq = &(pq) d -
- 1 - 1 
a feszültségi tenzor (kerek zárójelben álló indexpár szimmetrikus, szögletes 
z áróje lben álló indexpár ferde sz immetrikus részt j e l ez ) , ppq a ppq nyoma-
téki feszültségi tenzor deviátoros része — és a 
pq, p Ppq.p + eqrs °Vs = 0 (7.3) 
egyensúlyi egyenletek a lkot ják [3]. 
A vizsgált 4. ábrán vázo l t testre — melynek határfe lületét az egyszerű-
ség kedvéért simának té te lezzük fel — az 
"s = 0 , <Pp(ôps — np ns) = 0 ; xKÇAa 
Ps = n p 
a(qs) + — Bgrs (prk>k — Ц, гУ £ < n ) = 0; xk=£Ac 
npPpq (dqs — nqns) = 0 ; Xk£Ap\jAe 
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alakú peremfeltételeket írjuk elő, ahol j j — npjípqnq-> "s pedig Ac—n adott 
sima függvény. <я> 
A fenti peremfeltételek mel le t t A c — n — mely az érintkezési tartományt 
jelenti — csak normálirányú terhelés lehetséges. 
A a%, mezőket statikailag lehetségesnek nevezzük, ha eleget tesznek 
a (7.3) mezőegyenleteknek és a dinamikai, jelen esetben tehát a (7.5), (7.6—2) 
peremfeltételeknek. 
A kiegészítő munka kifejezése jelen esetben a 
TCc(<r*s, g%) =A Г {Cpqrs^tpqftrs-) + Apqrs ßpq ßrs) d V - [ P q n q n s û s d A (7.7) 
2 Jv - 1 - 1 JAE 
módon írható. 
A Castigliano elv szerint (7.7) a tényleges ors, prs megoldásánál mini-
mális. 
Tekintsünk most egy másik az előző, (a (7.1—3) mezőegyenletek, (7.4), 
(7.5.), (7.6) peremfeltételek által meghatározott) peremértékfeladattól csupán 
az A c — n előírt peremfeltételek tekintetében eltérő peremértékfeladatot. 
Legyen a 
P q n q n s = p* x K £ A c ( 7 . 8 ) 
peremelőírás az új peremfeltétel, aho lp s ismert normálirányú terhelés. Tegyük 
fel, hogy ismeretes a (7.1 — 3) mezőegyenletek és (7.4), (7.5), (7.6—2), (7.8) 
peremfeltételekkel megadott új peremértékfeladat megoldása. Ez a megoldás 
egyben statikailag lehetséges elmozdulás-, szögelfordulásmezot, alakváltozási 
és feszültségi tenzormezőket is megad a régi (7.1 — 3), (7.4, 7 .5 , 7.6) perem-
értékfeladatra vonatkozóan. 
Az említett módon nyert statikailag lehetséges mezőkkel (7.1,2)-t is ki-
használva a (7.7)-ben álló térfogati integrál átalakítható felületi integrállá. 
Az átalakítások során (7.3)-t , a (7.3)-ból következő 
1 
ff[pql — ~ epqrHrk, к 
összefüggést, a Gauss tételt és a vizsgált test határoló felületének sima voltából 
adódó 
n q e q r s ( g u s ) , r d A = 0 
JA « 
integrált kell kihasználni. 
A számítás eredménye: 
J (Cpqr°(pq)Ô(rs) + Af>qrs ßpq ß t r ) d V = j ("P °РЧ + npßpq<Pq) d A = 
= J [ Л Ч + n p ß * r (Ôrq — n r n q ) f q ] d A . 
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Erre és a (7.4), (7.5), (7.6 — 2) és (7.8) peremfeltételekre is tekintettel írható, 
hogy 
nc(asr, prs) = j p* 1 1 
J A . 
us - ùs\ dA . (7.9) 
z I 
A vizsgált tengelyszimmetrikus érintkezési feladat esetén Ac a bélyeg 
által meghatározott a sugarú kör, Ap a féltér határolósíkjának Ac—n kívüli 
része, А и a végtelen távoli sík. (A [4] (10.1,2) összefüggések szerint az elmoz-
dulások a végtelen távoli síkon zérus értékűek.), p*-nak p(r), us-nek иг felel meg 
(z nem index !). E feladat megoldása tehát a (7.9)-ből adódó 
Ф(р) =\" P(r)(uz-2ùz)rdr (7.10) 
Jo 
funkcionál minimumának megkeresésére vezethető vissza. 
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An Axisymmetrical Punch Problem in the Linear Couple-stress Theory of Elasicity. — 
The case of the elastic half space under a cylindircal rigid punch is investigated by taking 
the effect of the couple-stresses into account. The solution of the result ing mixed boundary-
problem leads, similarly to the classic case, to dual integral equations. I t is pointed out tha t 
the case of the two extreme values (P = 0. and Í2 — of the material property Í2 for the f lat -
end cylindrical punch, the classic stress distribution is obtained. For another solution the prin-
ciple of minimum complementary energy might be suggested. Minimizing of the functional 
of the complementary energy is carried out by using Ritz's method. A numerical example 
relates to the f lat -end punch. The diagrams plotted suggest the deviations from the classic case. 
Ein Achsialsymmetrisches Kontaktproblem in der linearen Momentenspannungs-Elas-
tizitätstheorie. — Untersucht wird der Fall des auf den elastischen Halbraum wirkenden 
starren Zylinderstempels unter Berücksichtigung der Wirkung der Momentenspannung. Die 
Lösung der sich daraus ergebenden gemischten Randwertaufgabe führt , wie im klassischen 
Fall, zu dualen Integralgleichungen. E s wird demonstriert, daß sich für die zwei Randwerte 
(P = 0 und Í2 — oo) des Stoffwerts l2 im Fall eines durch eine ebene Fläche abgeschlossenen 
Stempels die klassische Spannungsverteilung ergibt. Als eine andere Lösung der Aufgabe 
kann das Prinzip des Minimums der Komplementärenergie benutzt werden. Die Minimalisie-
rung des Komplementärenergiefunktionais wird mit Hilfe der Ri tzschen Methode durch-
geführt. Ein numerisches Beispiel behandelt einen durch eine Fläche abgeschlossenen Stem-
pel. Die vorgeführten Diagramme zeigen die Abweichungen vom klassischen Fall. 
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ÖBLÖSÖDÉS-GÁTLÁSÁNAK VIZSGÁLATA 
ALAKTARTÓ KERESZTMETSZET ESETÉBEN 
SZIDAROVSZKY JÁNOS* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 
[Beérkezett: 1980. március 19-én] 
A külső csavarónyomaték vagy a keresztmetszet változásánál a tiszta csavarás 
öblösödés megváltozik, amit a keresztmetszet folytonossága akadályoz. Ekkor az öblö-
södés (ill. csavarás) gátolt. A gátlás helyén normálfeszültségek ébrednek és az egyes 
keresztmetszetekben az öblösödés gátlására egy parciális differenciálegyenlet vezethető 
le, ami zárt keresztmetszetű vékonyfalú csőnél egyszerűbbé válik. Két szimmetria-
tengelyű csőnél a megoldás könnyen felírható Fourier-sor alakjában. Két szimmetria-
tengelyű cső esetén igazolható, hogy a megoldás közel van ahhoz az eredményhez, 
amelyet annak feltételezésével kaphatunk, hogy az öblösödés az egyes keresztmetszetek-
ben affin. 
1. A tisztacsavarás esete 
A csavarásra igénybevett egyenestengelyű rúdnak a tengelyére merőleges 
keresztmetszete általában nem marad sík, öblösödik. 
A tisztacsavarás esetében — amikor a keresztmetszet megtartja alakját 
— a keresztmetszetek tv = w(xy) öblösödésére (az egyes pontok tengelyirányú 
eltolódására) a 
a - . + Ü Ü L - o ( i . i ) 
dx2 dy2 
homogén differenciálegyenlet [1] érvényes. Gátolt csavarás esetében az öb-
lösödés gátlását — zárt szelvény esetében — abból a feltevésből kiindulva 
vizsgálták, hogy a gátlás folyamán az egyes keresztmetszetekben az öblösödés 
affin, azaz a tengelyirányú eltolódás az egyes keresztmetszetekben csak kons-
tans szorzóban különbözik egymástól [2]. A következőkben azt fogjuk meg-
vizsgálni, hogy ez a feltevés jogos-e és az annak alapján történő vizsgálat 
indokolt-e. 
Megadjuk a probléma differenciálegyenletét az általános esetre, meg-
oldását derékszögű négyszög keresztmetszetre és összehasonlítjuk azokat az 
említett feltevéssel nyert eredménnyel. 
* Dr. Szidarovszky János, 1089 Budapest , Biró Lajos u. 42. 
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2. Az öblösödés gátlásának vizsgálata 
A tiszta csavaráskor kialakuló öblösödést gátolhatja külső szerkezeti 
megoldás (pl. a keresztmetszet befogása), továbbá a keresztmetszetben, vagy 
a csavarónyomatékban bekövetkező változás. Ugyanis keresztmetszet válto-
zása vagy a csavarónyomaték módosulása esetében (pl. külső csavarónyoma-
ték), a tiszta csavarási öblösödés értéke ugrásszerűen változik. Minthogy öb-
lösödéskor a keresztmetszet n e m marad sík, a szóbanlevő keresztmetszet előtti 
és utáni felület nem illenék egymásba, amit a rúd folytonossága megakadályoz, 
és így gátolja a tisztacsavarási öblösödés kialakulását. 
Tiszta csavarás esetében a rúd öblösödése ws(x, y, z) lenne. A gátlás 
helyén, a z = 0 keresztmetszetben, feltételezzük, hogy szerkezeti kényszer 
v a g y külső körülmény megakadályozza az öblösödés kialakulását, vagyis a 
keresztmetszet pontjainak z irányú w s 0 —w s (x , y , 0) eltolódását. A gátlásnál 
ezért olyan az0 = az(x, y, 0) normálfeszültségek lépnek fel, melyek hatására a 
keresztmetszet pontjainak z i rányú eltolódása: 
w go = wg(xi j ' ° ) = — ws(*> У» ° ) = — ws0 • (2 -1) 
A z = 0 helyen fellépő a^ normálfeszültség hatására a tetszőleges z 
keresztmetszetben fellépő feszültség az = az(x, y, z), a keresztmetszet pontjai-
nak z irányú eltolódása pedig wg = wg(x, y, z). í g y a z helyen levő kereszt-
metszet tényleges öblösödése: 
w - w(x, y, z) = ws(x, y, z) — wg{x, y, z). (2.2) 
A fajlagos megnyúlások [1]: 
TT" = 4г К - vcty - vaz), (2.3) 
OX EJ 
- ^ - = \ { - v a x + d y - v o v ) , (2.4) 
oy bj 
dwg 1 ( - vax — va y + <jz). (2.5) 
dz E 





 dwg + 
du 
G dx dz ' 
_ tyz _ dwg + 
dv 
G dy dz 
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geomet r i a i egyen l e t ek , t o v á b b á a 
ДХУ 
dz дх ' dy 
Cauchy-fé le egyensú ly i egyenlet (2. ábra ) . 
íyz 
r t x z 
2. ábra 
(2.8) 
A (2.5)—(2.7) a l a t t i egyenlőségek x, i l letve y szer int i de r ivá l á sa u t á n az 
(2.9) 
es a 
3 4 1 dxxz d
2u 
с)x2 G dx dxdz 
d2wg 1 dxyz 
dy2 G dy dgdz 
(2.10) 
(2.11) 
összefüggéseket k a p j u k . 
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A (2.9) —(2.11) összegezésével a 
ffho, , , 1 a . . \ . 
+ —У- + = — — (— Wy + О
г
) + 
ы by2 a«2 E dz 
+ _ L
 + A T I ) _ ( J A - + J A ( 2 Л 2 ) 
ax a y I ( dxdz dydz 
összefüggés vezethető le. 
A rugalmassági és a nyíró rugalmassági tényező közt érvényes 
E
 (2.13) 
2(1 + v) 
kapcsolat és a (2.3), (2.4) alatti összefüggések felhasználásával összevonás 
után a 
ífw„ dPwB (Pwg 1 a , , l 4 J - + _ _ £ - + — — — — — (<rx + a y + az) (2.14) 
ax
2
 by2 dz2 E dz 
egyenletre jutunk. 
Tisztacsavarás esetében ax = a y = cr2 = 0, úgy ezeknek a (2.14) egyen-
letbe történő behelyettesítése után az (1) összegyűjtést kapjuk. 
H a azt tételeznénk fel, hogy a keresztirányú alakváltozás akadálytala-
nul bekövetkezhetik, vagyis ax és cry elhanyagolható az mellett, úgy (2.1 Íj-
bői (2.5) felhasználásával a 
0 4 + J 4 = - 2 A A L (2.15) 
bx2 by2 dz2 
összefüggést kapnánk. 
H a viszont azt tételeznénk fel, hogy a keresztmetszet alaktartó, vagyis 
bwjbz mellett bu/bx és bvjby elhanyagolható, akkor az ismert 
(2.16) I s . I \ 1 ( du bv dwg 
— (<rx + <TV -f cz) = L 
E y 1 - 2 v \bx dy dz 
egyenlőség alapján alaktartó keresztmetszetre a 
A 4 , A 4 2( i - v) b2wg 
bx2 by2 1 - 2v dz2 
parciális differenciálegyenlet vezethetnők le. 
Megjegyezzük, hogy a zárt szelvény fala irányában (2.15), arra merőleges 
irányban (2.17) áll közelebb a valósághoz. Rámutatunk végül arra, hogy a z 
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» 
t enge lyre merőleges kerületi fe l té te lek azonosak a t i sz tacsavaráséva l , a z 
i r á n y á b a n pedig a z = l helyen megszűnik a g á t l á s és i t t wg = w. 
T i sz tacsavarás esetében 
o z = - ^ L = 0 , (2.18) 
dz 
és ekkor (2.17) ( l ) - r e egyszerűsödik. 
3. A lka lmazás a vékonyfa lú csőre 
Vékonyfa lú cső esetében a fa l s ík jába eső nyíróerő me l l e t t a fal s í k j á r a 
merőleges ny í róe rő e lhanyagolha tó . 
Legyen a f a l tengelyére merőleges nyíró feszül tség т
п2, a fa l tengelyébe eső 









I n t e g r á l v a a fal v szélességére, a középér ték- té te l fe lhasználásával 







ahol a csillag a r ra u t a l , hogy a feszül tség a v szélesség valamely £ középér tékére 
vona tkoz ik . 
De 
li Г drs2 
ds J L ds 
dr*nz 
Г dxnz 
ds J L ds 
dn = t. 
dn — tn, 
(3.3) 
(3.4) 
ahol ts a fal t enge lyébe eső csúsz ta tóerő , tn p e d i g az arra merőleges i r á n y ú 
csúsz ta tóerő a fal egységnyi hosszára v o n a t k o z t a t v a . 
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De tn e lhanyagolható ts mellett, és í gy 
да* dt* 
dz ds 
А (2.15) —(2.19) alatti levezetéshez hasonlóan: 
(3.5) 
2(1 - r ? ) v &Ч»*
 = v dfhv* 
1 _
 v _ 2P2 dz2 ds2 
Ha a csőnek szimmetriatengelye van, egyrészt az öblösödés a szimmetria-
tengelyen zérus, másrészt az öblösödés a félszelvény hosszán előjelet vá l t . í g y 
az öblösödés periódusa a szelvény kerületének fele (K/2). 
Fejtsük Fourier-sorba a falvastagságával súlyozott öblösödést. Az együtt-
hatók 
Г vw*(s, 0) s i n ^ ^ - d s , (3.7) 
К Jo К 
a sor maga 
1 00 4.7TIS 00 
w* (s, 0) = - 2 bt sin = ^ 0 ) . (3.8) 
f í=i К
 í = i 
Keressük a megoldást 
wgi(s, z) = /g,(z) • lOgfs, 0) (3.9) 
alakban, ahol w* (s, 0) a z = 0 helyen fel lépő öblösödésnek a fal vastagságára 
vonatkozó átlaga. 
(3.9)-et (3.6)-ba írva, az i-edik Fourier tagra érvényes a 
2 ( 1
 m = — f A > ) P-K») 
1 _ P _ 2p2 8 К 2 8 
összefüggés, amiből az 
/«"(*) - = ° ( 3 - n ) 
közönséges differenciaegyenletet kapjuk, ahol 
K 2 ( l - r2) 
Ezek szerint az öblösödés gátlásakor az öblösödés Fourier-sorának egyes 
tagjaira pontosan igaz az affinitás, de a teljes öblösödésre nem szükségszerűen. 
A (3.11) alatti differenciálegyenletnek az 
/ , (0 ) = - 1 (3.13/a) 
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es 
M = o 
ha tá r fe l t é te leke t k ie légí tő pa r t iku lá r i s megoldása: 





H a a cső derékszögű négyszög keresz tmetsze tű és f a lvas tagsága ál landó 
(4. á b r a ) ; akkor 
К = 2(a + 6 ) , (4.1) 
4. ábra 
ahol a és b az oldalhossz; és v = 0 é r tékkel számolva 
, 2 19 • 74 V 
KJ = 
(a + bf 
(4.2) 
UMANSZKIJ [2] a t e l j e s öblösödést az egyes ke resz tme t sze tekben a f f i n n a k té-
te lez te fel , és így sze r in te fennáll a 
w(s, z) = f g ( z ) • U)(s, 0) 
összefüggés. Ebből a fe l tevésből veze t i le az 
M - ад 
(4.3) 
(4.4) 
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differenciálegyenletet, amelyben derékszögű négyszög keresztmetszet és állandó 
falvastagság esetére (v = 0) az 
48 G 24 (4.5) 
E (a + b)2 (a + bf 
összefüggés határozható meg. A (4.4) alatti egyenletnek az 
/ , ( 0 ) = 0 (4.6) 
CS 
M = 1 (4.7) 
határfeltételeket kielégítő megoldása 
f (z) = c o s b gjjj^ Я 2 — cosh az -+- 1, (4.8) 
sinh cd 
amiből a gátlás tényezője 
/ ( z ) = 1 - f (z) = - ~ — sinh az + cosh az . (4.9) 
sinh cd 
A (3.14) és (4.9) képletek megegyeznek egymással. A (3.12) és (4.5) alatti 
összefüggések összehasonlítása azt mutatja, hogy az öblösödés gátlásának 
vizsgálatakor az öblösödés affinitására vonatkozó feltételezés, ha nem is telje-
sen pontos, de a gyakorlati számítás szempontjából kielégítő, különös tekin-
tet te l arra, hogy az öblösödés gátlásából eredő feszültség a teljes feszültségnek 
csak néhány százalékát teszi ki. 
I R O D A L O M 
1. TIMOSHENKO, S. —GOODIER, J. N.: Theory of Elasticity. McGraw-Hill Book Company, 1951 
2. PONOMARJOV, Sz. D.: Szilárdsági számítások a gépészetben, 2. kötet, Műszaki Könyvkiadó, 
1964 
3. CSONKA Pál: Két végén megfogott négyzetes cső csavarása, MTA Műszaki Oszt. Közi. 24 
(1959), 6 1 - 6 3 
Investigation on Closed (Tube-like) Beams of not Distorting Section under Effect of 
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region of the hindrance, normal stress is induced and for the restraint of the warping at the 
different cross section a partial differential equation can be established which, in case of a 
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might be obtained by assuming the warping to be affin in each cross section. 
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Untersuchung der Wölbungsverhinderung von Hohlstäben (geschlossenen Profils) im 
Fall von einem formbeständigen Querschnitt. Im Fall v o n einer äußeren Verdrehungs-
moments der Querschnittsverfomungsänderung ändert sich auch die reine Verdrehungswöl-
bung, die durch die Kontinuität des Querschnitts verhindert wird. Es handelt sich in diesem 
Fall um eine verhinderte Wölbung (d. h., Verdrehung). An der Stel le der Verhinderung werden 
Normalspannungen hervorgerufen, und an den einzelnen Querschnitten kann eine partielle 
Differentialgleichung zur Verhinderung der Wölbung abgeleitet werden, die für ein dünnwan-
diges Rohr mit geschlossenem Querschnitt einfacher wird. Für ein Rohr mit zwei Symmetrie-
achsen kann die Lösung in der Form einer Fourier-Reihe leicht aufgeschrieben werden. Im Fall 
eines Rohrs mit zwei Symmetrieachsen kann man nachweisen, daß die Lösung nahe zu jenem 
Ergebnis liegt, welches man durch die Voraussetzung erhält, daß die Wölbung an den einzelnen 
Querschnitten affin ist. 




DYNAMICS I N CIVIL E N G I N E E R I N G 
Akadémiai Kiadó, Budapest 1980, I. kötet 320. о., II. kötet 302. o., III. kötet 306 o., 
IV. kötet 306 o. Irodalomjegyzék 1377 címszóval 
MAJOR professzor négykötetes angol nyelvű könyve szerves egységben követ i az első 
magyarnyelvű, majd a német- és angol nyelvű kiadásokat. Tekintettel az utóbbi idők rohamos 
fejlődésére, a legégetőbb kérdéseket is legalább négy kötetben kellett közreadni. A mű mind 
az elméleti, mind a gyakorlati szakembernek hasznos segítőtársa, számpéldák és gazdag hivat-
kozás teszik könnyebbé és egyszerűbbé a kutatói , illetve a tervezői munkát. Az egyes fejeze-
tek az alábbi témát ölelik fel: 
Az I. kötet elméleti felépítése tükrözi a szerző azon elképzelését, hogy az a legújabb 
vizsgálati eredmények mellett a gyakorlat által bebizonyított és használható elméleti ered-
ményeket is tartalmazza. Az előző kiadások adatait az újabb eredményekkel kiegészítve, rész-
letesebben tárgyalja a csillapítás elméleti levezetését és módszereit. Figyelembe veszi a lökés-
szerű erőhatások és a többszabadságfokú rendszerek kérdéseit, kiterjesztve részletesen а hat-
szabadságfokú rendszerekre is. A gépalapok osztályozásakor már kitér a rugókkal alátámasz-
tot t alapozási módszerekre és kibővíti a gépalapok tervezésére vonatkozó általános esetek 
ismertetését és feltételeit. Részletesebben tér ki az építési anyagoknál a fáradás és a rugalmas-
sági modulus meghatározásának a kérdéseire. A tervezés szempontjából egyedülállóan fontos 
a táblázatokban és diagramokban a szerző által összeállított olyan adathalmaz, amely a tudo-
mányos kutatók részére is — az alternatívák f igyelembevételével — lehetőséget nyújt a 
talajra ható dinamikus erőhatások optimális f igyelembevételére. 
А II. kötet témája az első kötet elméleti és gyakorlati alapjaira támaszkodik. Felépítésé-
ben egységesen tárgyalja mindazoknak a gépeknek a technológiáját és alapozási kérdéseit, 
amelyek ütőhatásúak, alacsony fordulatszámúak, illetve különleges rendeltetésűek, beleértve 
a padlókra, ill. a födémekre helyezett szerszámgépek alapjait. A rezgéscsillapítás kérdéseit 
részletesen tárgyalja, f igyelembe véve a rugózás és csillapítás együttes hatásait. Részletesen 
kitér az acél- és gumirugókra, azok összehasonlítására, előnyeikre és hátrányaikra. A tárgyalt 
témakörök példáit új számpéldákkal egészíti ki. Ezután azokat a géptechnikai módszereket 
ismerteti, amelyek a gépeken belül igyekeznek már eleve elérni a rezgések csökkentését, illetve 
kiküszöbölését. í gy kitér a kritikus fordulatszámok és a gépek kiegyensúlyozásának a kérdé-
seire, az antivibrátorokra és amortizátorokra is. Végül tárgyalja a rugalmas tengelykapcsoló-
kat, amelyek ismertetését új típusokkal egészíti ki. A régebbi típusok elhagyásával, általában 
a korszerűbb típusokat tárgyalja. Lényeges változtatásokat eszközölt a kalapácsalapok számí-
tásainál is. 
A III. kötet a nagyfordulatszámú gépek alapozásának problémáival foglalkozik, de 
tárgyalja a gépek technológiai kérdéseit is. A kötet anyaga elméleti részében az első kötet 
alapkérdéseket tárgyaló anyagára támaszkodik. Az első fejezet a gépek osztályozásával és 
elrendezési kérdéseivel is foglalkozik, megadja a szerkezeti fejlődés irányait, a terhelések fel-
vételi módozatait , az anyagfelhasználás és a gazdaságos tervezés adatait. À gazdaságos elrende-
zés fontos kérdéseit is tárgyalja, figyelembe véve a szabadtéri és részben szabadtéri megoldáso-
kat, különös tekintettel a hő- és nukleáris erőművekre. A kötet második fejezete az elméleti 
alapok ismertetését tartalmazza, és közli a különböző számítási módszereket. Itt a könyv a 
rezonancia, az amplitúdó és a kombinált módszerek ismertetését új összeállításban tárgyalja, 
amelyben a legutóbbi évtized kialakult gyakorlata is kifejezésre jut . 
A IV. kötet első része a magasépítési és ipari szerkezetek általános dinamikai problémái-
val foglalkozik, így a szélhatásokkal, a földrengés okozta hatásokkal, megemlítve a robbantás 
okozta hatásokat is. A kötet második része a vízépítési szerkezetek, vízépítési létesítmények 
és vízi műtárgyak dinamikus problémáival foglalkozik. Kitér a gátaknál fellépő dinamikus 
kérdésekre, a csővezetékek nyomáslengési kérdéseire és a vízerőművek és szivattyútelepek 
dinamikus problémáira. Tárgyalja még az úszó építmények, úszó szivattyútelepek rezgés-
problémáit, amely kérdések keretében a hajólengésekkel is foglalkozik, beleértve a hajókban 
elhelyezett gépek rugalmas alátámasztását. A kötet harmadik része a hidakon előforduló 
dinamikus problémákat tárgyalja, így a hidaknak ebből a szempontból fesztávolság szerinti 
osztályozását ismerteti, majd elméleti és hidakon végzett rezgésmérési módszerekkel foglalko-
zik, továbbá azokkal a kérdésekkel is, amelyek nemzetközileg megszervezett kísérletek alap-
ján a dinamikus tényező meghatározására vonatkoznak. Külön tárgyalja még ez a rész a nagy 
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fesztávolságú függő hidak és a kis fesztávolságú, főleg csőhidak dinamikai problémáit. Ezek 
elméleti elgondolások alapján, főleg kísérleti eredményekre támaszkodnak. 
Az új, négykötetes mű a hazai és a nemzetközi szakirodalom fontos alkotórésze, és 
mint eddig is, ezután is számítani lehet az angol nyelvterület egyértelmű elismerésére. Ezt az 
a tény támasztja alá különlegesen, hogy számos olyan új t é m á t vet fel — mint a felhőkarcolók 
kérdései, földrengés problémák, tengerparti erőművek problémái — melyek a hazai gyakorla-
ton túlmutatnak. Figyelemre méltó, hogy a könyv egyaránt tartalmazza, összehasonlítja és 
értékeli az angol- és orosz nyelvű szakirodalmi eredményeket, és feldolgozásmódjában messze-
menően figyelembe veszi a számítástechnika korszerű lehetőségeit. 
Dr. Halász Ottó 
Palotás László—Balázs György. 
M É R N Ö K I S Z E R K E Z E T E K A N Y A G T A N A 3 
Akadémiai Kiadó, Budapes t 1980. 869 oldal, 377 ábra, 163 táblázat, 932 irodalmi hivatkozás 
Jelen mű PALOTÁS László Mérnöki szerkezetek anyagtana című három kötetes könyvének 
harmadik kötete. 
A könyv Áltanás anyagismeret c ímet viselő első kötete a mérnöki szerkezetek anyag-
tanának általános alapismereteit, a szerkezeti anyagok tulajdonságait, azok szilárdsági vizs-
gálatát és értékelését tárgyalta. A k ö n y v Fa—kő—fém-kötőanyagok című második kötete a 
c ímadó anyagok tulajdonságaival és vizsgálataival, azok termékeinek előállításával és fel-
használásával foglalkozott . E kötetében PALOTÁS László szerzőtársai KERTÉSZ Pál és VERESS 
Sándor voltak. 
A jelen harmadik kötet a beton, a könnyűbeton, a habarcs, a kerámia, a műanyagok 
és a szálerősítésű szerkezeti anyagok sajátságait ismerteti. A könyv első három főfejezetének 
szerzője PALOTÁS László , a második három főfejezetet BALÁZS György írta. Ketten együtt 
valósítják meg azt a cé l t , amelyet a kötet előszavában maguk elé tűztek: tudományos igénnyel 
szolgálni a gyakorlatot. 
A beton című főfejezet a betonnak és alkotórészeinek tulajdonságait, az azokat befolyá-
soló belső és külső tényezőket , a követelményeknek megfelelő beton tervezését és ellenőrzését 
tárgyalja. E főfejezet első fejezete a beton fogalmát, fajtáit és jelölésüket ismerteti . A második 
fejezet a beton alapanyagaival, a vízzel, az adalékanyaggal és abetonjavító anyagokkal foglalko-
zik. A cementről a második kötetben esett szó. A betonkészítéshez használt keverővíz szerepe 
kettős: a cement kötését teszi lehetővé és plasztifikál, de ezen kívül betont károsító szennyező-
dések hordozója is lehet , amiértis felhasználhatósága kémiai feltételekhez kötött . A beton 
adalékanyagok fajtái t a könyv az új MSZ 18291 és MSZ 18293 szabványok szellemében tár-
gyalja, és taglalja a be ton adalékanyagokkal szemben támasztott szennyezettségi, térfogat-
és tömegjellemzési, hidro- és hőtechnikai, keménységi, szilárdsági, szemmegoszlási, szemalaki 
és fajlagos felületi követelményeket . A betonjavító anyagok kiegészítők és felületképzők lehet-
nek. Legjelentősebbek közülük az adalékszerek, amelyek a kiegészítő anyagok csoportjába 
tartoznak. Az adalékszereknek egy adott funkciót tek intve is a legkülönfélébb márkaneveken 
számos változata v a n , amelyek közül a könyv elsősorban a hagyományos termékek ismerte-
tésére vállalkozhatott. A harmadik fejezet a beton jel lemzőit , azaz a friss beton tulajdonságait, 
és a megszilárdult b e t o n fizikai, szilárdsági és alakváltozási jellemzőit tárgyalja örvendetes 
részletességgel és korszerűséggel. Külön fejezet, a negyedik foglalkozik a beton jellemzőit 
befolyásoló olyan tényezőkkel , mint a cement minősége és mennyisége, a vízmennyiség és a 
légtartalom, az adalékanyag minősége és összetétele, a beton kora, készítése, szállítása, keze-
lése és tárolása. Az ötödik fejezet a betont károsító vegyi hatásokkal és a korrózióval szembeni 
betonvédelemmel foglalkozik.A hatodik fejezet a különleges tényezők betontulajdonságokra 
gyakorolt hatását vizsgálja. Ilyenek a hőmérsékletváltozás, a fagy, a mesterséges melegítés, 
az alakváltozás okoz ta saját feszültségek. A hetedik fejezet a beton tervezésének alapelveire, 
a betonkeverék megválasztására és a be ton helyszíni ellenőrzésére tér ki. 
A könnyűbetonokat a könyv kilencedik főfejezete négy fejezetben tárgyalja. Az első 
fejezet általános megállapításai a könnyűbetonok meghatározását, csoportosítását tartal-
mazza, és a közönséges betonoktól eltérő feszültségeloszlásokkal foglalkozik. Az alapanyagok-
kal és azok hatásával kapcsolatos tudnivalók a második fejezetben találhatók. A kötőanyagot 
a fejezet csak röviden érinti. Bővebb tárgyalást a természetes könnyűadalékanyagok, a termé-
szetes anyagokból ipari úton előállított adalékanyagok, az ipari hulladékok és az azokból elő-
áll í tott mesterséges adalékanyagok, valamint a szerves könnyűadalékanyagok tulajdonságai 
és vizsgálatai, t o v á b b á a víz, a légtartalom és a porozitás kérdései igényelnek. A hőszigetelő 
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és a teherhordó könnyűbetonok tulajdonságait, összetételük tervezését, méretezését az egy-
szemcsés, a fo lytonos és lépcsős szemmegoszlású betonokra és a sejtbetonokra vonatkozóan 
a harmadik és negyedik fejezet tárgyalja. 
A tizedik főfejezet négy fejezetben foglalkozik a habarcsokkal. Az első fejezet a habarcs 
meghatározását és felosztását, a második fejezet a habarcs anyagait, így a kötőanyagot, a 
javítóanyagot, az adalékanyagot és a vizet tárgyalja nem nagy, de elegendő terjedelemben. 
A harmadik fejezetben az alapanyagok és a friss és megszilárdult habarcs vizsgálatáról esik 
szó úgy, hogy a f igye lem a betontól eltérő tulajdonságokra irányul. A negyedik fejezet a falazó, 
vakoló, felületképző, ágyazó, burkoló, simító, vízzáró és injektáló mész- és cementhabarcsok, 
továbbá a gipszhabarcsok és egyéb különleges habarcsok minőségi követelményeit ismerteti. 
A tizenegyedik főfejezet az építészeti kerámiákat ismerteti. Ez a rész hét fejezetet tar-
talmaz. Az első fejezet a kerámiák fogalmát, a durva-, f inom- és tűzálló kerámiák funkció, 
szövetszerkezet és szín szerinti felosztását ismerteti. A második fejezet a gyártástechnológiá-
nak a nyersanyag megválasztásából, előkészítéséből, formázásból, szárításból, égetésből, máza-
zásból és festésből álló közös vonásaival foglalkozik. A nyersanyagok közül az agyagok tulaj-
donságaira találhatók részletes adatok. Szó esik a tégla- és cserépgyártmányok leggyakoribb 
gyártástechnológiai hibáiról is. A harmadik fejezet a téglák és tetőcserepek, a negyedik fejezet 
a hőszigetelő kerámiák — köztük az újdonság számba menő Poroton-tégla — , az ötödik fejezet 
a kőagyag gyártmányok, a hatodik fejezet a díszítő és burkoló kerámiák, a hetedik fejezet a 
tűzálló építőanyagok termékismertetésével és tulajdonságainak, azok vizsgálatának tárgyalá-
sával foglalkozik. E fejezetek eléggé nem dicsérhető közös vonása, hogy jól szerkesztett szem-
léltető ábrák és a műszaki jellemzők táblázatos összefoglalása segítik a bőséges termékválaszték 
közötti eligazodást. 
A könyv műanyagokat tárgyaló tizenkettedik főfejezetének ismereteit az építőipari mű-
anyagok felhasználásának rohamos terjedése teszi nagyon időszerűvé. A főfejezet hét fejezet-
bői áll. Az első és második fejezet műanyagok csoportosítását, fogalmát, általános jellemzését 
tárgyalja. E fejezetek kitérnek olyan fontos tulajdonságokra, mint a molekulák között ható 
erők, a fizikai állapot a hőmérséklet függvényében. A harmadik fejezet az építőiparban hasz-
nált polimerizációs, poliaddíciós és polikondenzációs műanyagok főbb típusait és jellemzőit 
ismerteti. A negyedik fejezet külön tárgyalja a hőre keményedő és a hőre lágyuló műanyagok 
formázását, valamint a különleges műanyagfeldolgozási technológiákat. Az ötödik fejezet a 
műanyagok építőipari felhasználásával foglalkozik. A főbb felhasználási területek a következők: 
polimerrel impregnált beton, polimer-beton, polimer-cementbeton, műanyag ragasztók, hézag-
záró anyagok, tartószerkezetek megtámasztására használható elasztomerek, műanyag csövek, 
műanyag habok, tekercselt lemezek, műanyag kötésű táblák és lemezek. A fejezet a felület-
képző anyagokra n e m tér ki, valószínűleg azért, mert azokról érintőlegesen szó esett a beto-
noknál. A műanyagok tömegi, szilárdsági, alakváltozási, felületi, hőtani, hidrotechnikai, vil-
lamos és optikai tulajdonságait, a vegyszerállóságot, a tűzállóságot és a műanyagok öregedését, 
továbbá a felsorolt jellemzők vizsgálatát a hatodik fejezet tárgyalja. A hetedik fejezet a mű-
anyag teherviselő elemek toldásával foglalkozik, és ismerteti a koncentrált erőátadással kap-
csolatos tudnivalókat. 
A háromkötetes mű utolsó, tizenharmadik főfejezete újszerű, a szálerősítésű szerkezeti 
anyagokat, tehát a szálerősítésű műanyagokat, továbbá az acélszál és az üvegszál erősítésű 
betonokat öt fejezetben tárgyalja. Az azbesztcementtel a k ö n y v helyszűke miatt nem foglalko-
zik. Az első fejezet rövid áttekintést ad a szálerősítésű szerkezeti anyagokról, a második az 
erősítésre használt anyagok, az üvegszál, az azbeszt, a szénszál, a fémhuzal és a műanyagszál 
tulajdonságait ismerteti . A harmadik fejezet a szálerősítésű műanyagok témakörén belül az 
erősített műanyagok összetételével, az alkotók megválasztásával, az üvegszál felületi kezelésé-
vel , az üveggyanta tapadásával, az üvegszál-erősítésű műanyagok feldolgozásával, tulajdon-
ságaival és felhasználásával, továbbá az azbesztszállal erősített műanyaggal, valamint a szén-
szállal erősített műanyaggal kapcsolatos kérdéseket tárgyalja, és összehasonlítást tesz a külön-
böző szálerősített műanyagok között. A negyedik fejezet a kőszerű anyagok szórtszálas erősí-
tésének szerepével és az acélszál, üvegszál és műszál erősítésű cementkő, és a rost erősítésű 
gipsz leglényegesebb ismeretanyagával foglalkozik. Az ötödik, egyben a k ö n y v utolsó fejezete 
a kombinált technológiákról, így az üvegszál-kötéllel erősített betonról, és az üvegszállal 
feszített beton nyomócsövekről ad áttekintést . 
A Mérnöki szerkezetek anyagtanának harmadik kötete az első két kötethez hasonlóan 
elmélyült , magas színvonalú, minden korábbi hasonló könyvnél részletesebb, átfogóbb tudo-
mányos munka. Bár a munka eredményességéhez a szerzőtársak, az Akadémiai Kiadó és az 
Akadémiai Nyomda is kétségkívül nagy mértékben hozzájárultak, meg kell állapítani, hogy a 
három kötetes mű elsősorban PALOTÁS László ötven dolgos esztendő alatt felgyülemlett és 
kimunkált hatalmas ismeretanyagát teszi közkinccsé. 
Dr. Kausay Tibor 
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